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I 

' Vorwort zur ersten Auflage. 



Xn den 5Vi Jahren, welche seit Einsteins Begründung 
der Belalivitätstheorie Tergangen und, hat diese Theorie in 
immer wachsendem Maße Beachtung gefunden. Freilich ist 
diese Beachtung nicht durchweg Zustimmung. Manclie 
Forscher, darunter auch Träger sehr })tkaiintcr Namen, halten 
ihre empirische Begründung für niclit Linreicheud fest. 
Bedenken dieser Art ist natürlich nur durch weitere Ver- 
suche abzuhelfen; immerhin legt das Yorliegende Büchlein 
Wert auf den Nachweis, daß kein einziger empirischer 
Grund gegen diese Theorie vorhanden ist Weit größer 
aber ist die Zahl derjenigen, welche sich mit ihrem gedank- 
lichen Inhalt nicht befreunden kuniicn, denen namentlich 
die Relativität der Zeit mit ihren manchmal in der Tat 
recht paradox aussehenden Konsequenzen unannehmbar 
erscheint Und hier ist vielleicht mit einer zusammen- 
fassenden Darstellung der Theorie gedient, wie sie dies 
Bachlein geben wilL 

Freilich ist die eiuschlägigu Literat-ur schon zu sehr 
angewaclisen , als daß jede Veröffentlichimj^ hätte berück- 
sichtigt werden können. SoU^ der Umfang nicht über das 
beabsichtigte Maß wachsen, so konnten manche wertTolle 
Untersuchungen nicht oder nur im Ergebnis aufgenommen 
werden. Dagegen dürfte in den grundlegenden Arbeiten 
▼on fünstein, Planck, Minkowski nichts von Belang 
outiiulten sein, was nicht auch in der einen oder anderen 



Form in die gegenwärtige Darstellung übergegangen wäre. 
Eingehend berücksichtigt ist auch rler m athematische Ausbau, 
den in jüngster Zeit Sommerfeld der Theorie gegeben hat 
Nea düxfte die Behandlung der Dynamik (Abschnitt YII) 
sein, bei welcher der Einflnß der elastischen Spannungen anf 
deii Impuls und die Enorgie, sowie die Traiisformation der 
Spannungen von einem Bezugssystem auf das andere in 
?ollstor Allgemeinheit untersucht werden. 

Bei dem Leser setzt die Darstellung außer dem gebräuch- 
lichen mathematischen Rüstzeug des theoretischen Physikers, 
der Infinitesimalrechnung und der Vektoranalysis^) nur noch 
eine gewisse Kenntnis der Maxwell sehen Theorie yoraus, 
deren wichtigste Gesetze übrigens in § 4 kurz abgeleitet 
sind. Die von Minkowski eigens für die Relativitätstheorie 
geschaffenen Methoden dagegen werden in den §9 bis 13 
entwickelt Dabei habe ich mir, wahrend ich mich sonst 
streng an die gebräuchlichen Bezeichnungen gehalten habe, 
manche Neuerung in der Bezeichnungsweise erlaubt Das 
dabei zugrunde gelegte System wird, hoffe ich, zur Erleich- 
terung des Verständnisses beitragen. 

Bei der KoiTektur unterstützte mich in liebenswürdigster 
Weise Herr Dr. A. Rosenthal, dem ich dafür zu vielem 
Dank TOrpflichtet bin. 

München, im Mai 1911. 

Dr. M« Laue. 



Eme kurze Kekapiiulation der Yektorrechnong findet sich im 

Auhaug. 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 



Die vorliegende Auflage hat der ersten ge^renüber eine 
eihe von Abänderungen und Zusätzen erhalten. Erweitert 
nd z.B. die nerdimensionale Potentialtbeorie, sowie die Aus* 
iiiaiidenetsacgeii über den Trouton*Nobleachen Versuch, 
öllig umgearbeitet ist — unter Beibehaltung der Grund- 
edanken — die Darstellung der Dynamik im siebenten 
bschüitt; und wenu ich inick auch nicht entschließen 
onnte, die Elastizitätstheorie in ihrem vollen, Yon Ilcrglotz 
rschlosseneu Umfange aufzunehmen, so konnte doch wenig- 
tens die Hydrodynamik der Belativitätstheorie in engem 
.nschluß an die Berliner Dissertation Ton Lamla den Ab- 
chlttß dieses Abschnittes bilden. Die Anlage des Gänsen 
it trots dieser Zu^tse die alte geblieben. 

Ich benutze gern die Gelegenheit, allen Fachgenossen, 
ie mich auf sachliche oder formale Mängel aufmerksam ge- 
lacht haben, meineli verbindlichsten Dank auszusprechen; 
or allem Herrn Professor Dr. G. Mie in Greifswald, der 
sich auf das Vektorprodukt aus zwei Sechserrektoren (§ 11 c) 
ind auf ein Beispiel zur Dynamik (§ S2b) aufmerksam ge- 
aacht hat Bei der Korrektur unterstützte mich in freund- 
ichster Weise Herr Dr. Eatnowsky. 

Zürich I im Dezember 1^12. 



Dr. M. Lane* 



Vorwort zur dritten Auflage. 



In dieser dritten, in den Gmndzügen diircliaiis' nnver- 

änderten Auflage ist neu hinzugekommen ein § la, welcher 
den Zusammenhang der hier hesprochenen, nach Einstein 
„spezielleii^ EelatiTitätsUieorie mit den Ideen C. Neumanns 
nnd L. Langes über das Inertialsjstem beleuchtet, femer 
sind die Versuche Yon W.« Wien und G. Sagnac (§ 2), welche 
erst Vach dem Erscheinen der zweiten Auflage yeröffentlicht 
sind, neu aufgenommen. Hingegen mußte der Versuch von 
Harros (Dissertation Jena 1912: „Die Geschwindigkeit des 
Lichtes in bewegten Körpern^) noch zurückgestellt werden; 
obwohl die Theorie später aus ihäi wohl noch Wichtiges wird 
entnehmen können, ist zurzeit noch gar nicht abzusehen, 
wie sie -sich zu ihm zu stellen hat 

Nicht berücksichtigt sind in diesem Bande die Theorien 
der Gravitation, welche im Ansclilulj an die Relativitäts- 
theorie Nordström und Mie und unter Fortbildung dieser 
Theorie Einstein entwid&elt hat Dies soll in einem zweiten 
Bande nachgeholt werden. 

Bei der Korrektur unterstützte mich in liebenswürdigster 
Weise Herr Kollege F. Harms in Würzbnrg, dem ich dafür 
zu vielem Dank verpflichtet bin. 

Frankfurt a. M., im Juli lUlS. , 

Dr, M. T. Laue. 
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I. Die Problemstellnng. 

§ la« Dm rlumliehe BeweguD^ssystom und das Zeitmafi. 

a) Wenn wir wissenschaftliche Physik treiben wollen, müssen 
wir uns zunächst in den Stand setzen, Ereicrnisse der Außenwelt 
nach Ort und Zeit festzuieiren. Dazu clirnon niif vier (iiiiCon- 
ani,'aben, nämlich drei räiiinliclje Ivdordinateu uud eiue Zeitangabe. 
Damit diese einen Sinn Lökouimeii , müssen wir aber zuvor fest- 
setzen, in welciien Massen wir messen wollen, waa z. B. ein Zenti- 
meter und eine Sekunde iät. Das erstere geschieht so, daß wir 
an einem Gegenstande, den wir für hinreichend unveränderlich 
iialten, zwei Punkte zeigen, deren Abstand einen Zentimeter be- 
trägt; dieser Gegenstand ist dann unser Maßstab geworden. Beim 
Zeitmaß liegen die Verhältnisse nicht so einfach; darüber reden 
wir etwas später noch einmal. 

Aber diese Maßeinheiten allein genügen nicht; wenn ich ein 
Ereignis durch die Zeitangabe „drei Sekunden" festlegen will, so 
muB iob noch sagen, von welchem anderen Ereignis ich diese drei 
Sekunden gez&hlt habe; ich muß noch den Zeitnullpunkt an- 
geben. Dem entspricht im Baume das Koordinatensystem, 
welches festgelegt sein muß, damit die Eoordinaienangaben «nen t 
Sinn erhalten. . 

Der älteete Zweig der Physik ist die Mechanik, und die ein- 
fachste und deshalb älteste Frage der Kechanik geht auf 'die 
Bewegung ^es Hassenpunktes, d. h. auf die Folge von Ereig* 
nissen, welche in der Anwesenheit des Massenpunktes an yer^ 
schiedenen Orten zu Terschiedenen Zeiten besteht; wogegen man 
Bewegungen festlegt, ist also eine Unterfrage des allgemeinen 
IVoblems der KoordinatenwahL 

Nun wollen wir hier sogleich eine neueBeaeichnung einffihren. 
Zunächst ist es im Grunde gleichgültig, welche der verschiedenen 
IiA«e, Btlativltit^pilaiip. 8. Aufl. \ 
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Koortlinatenarten wir benutzen, ob rechtwinkelige kartes^ische 
oder schief winkelifTo oHer gar krummlinige Koordinaten, wie man 
sin in der Jfathematik und der matlicmatischen Physik häufig mit 
^ luteil anwendet. Denn man kann derartige Systeme, wenn sie 
nur gegeneinander ruhen, leicht ineinander umrechnen. Deswegen 
wollen wir im folo-HTKlpn, wo immer von Koordinaten die Rede ist, 
falls nichts anderes gesagt wird, an rechtwinkelige kartcsische 
denken. Aber auch die ver^cliiedenen rechtwinkeligen Koor- 
dinatensysteme, welche gegeneinander ruhen, gehen durch einfache 
Transformationen ineinander über und sind daher olme weiteres 
durcheinander ersetzbar. Auch von diesen Unterschieden brauchen 
wir nicht zu sprechen und beschäftigen uns deshalb stets mit 
einer Gesamtheit aller gegeneinander ruhenden Koordinatensysteme^ 
die wir ein Bezugssystem nennen. Ein Bezugssystem umfaüt 
also i.Lueudlich viele Koordinatensysteme, ist aber durch irgendein 
ihm angehörendes Koordinatensystem völlig definiert. 

Die Frage nach dem Bezugssystem darf man nicht als eine 
mathematische Frage betrachten. Die analytische Geometrie kann 
zu ihren Konstruktionen irgendein beliebiges, gedachtes Koor- 
dinatensystem benatzen. In der Physik liegt es anders; wenn wir 
die Koordinaten eines Ereignisses messen wollen, so müssen wir 
unseren Haßstml» an irgend etwms physikalisch Wirkliches anlegen 
können; ein physikalisch brauchbares, wirkliches Bezugssystem 
wäre nns 2.B. durch irgendeinen fest» Körper gegeben, an dem 
wir Ja die Achsen und Ebenen unseres Eoordüiatensystems mittel» 
dünner Drähte oder etwas Ähnlichem befestigen könnm. Es 
handelt sich also hier um die Auswahl dieses starren Körpers* 
Aber da sind wir zunächst in großer Verlegenheit. Solange wir 
▼on unserem Bezugssystem nichts anderes fordern, als daß es die 
G^ndlage für die räumliche Bestimmung von Ereignissen abgibt,, 
leisten aUe möglidien Bezugssysteme dasselbe; es läßt sidi kein 
tieferer Grund für eine bestimmte Wahl denken, sie ist vielmehr 
völlig in unser Beliehen gestellt. 

Tatsächlich hat aber doch die Physik ein höheres Forschungs- 
ziel, als bloße räumlich-zatliche Aufzählung von Ereignissen. Sie 
will die Zusammenhänge zwischen den äußeren Ereignissen in der 
Form mathematisch auszusprechender Gesetze erkennen; und wir 
machen sehr leicht die Erfahrung, daß diese Gesetze je nach der 
Wahl des Bezugssystems recht verschieden ausfallen. 
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Für die mechanischen Zusamioenhänge, die in bezug auf die 
feste Erdrinde gelten, haben wir ein aus tausendfacher Erfahrung 
entstandenes Gefühl. Sind wir im fahrenden Eisenhahnzuge, so 
ühertrao'en wir unwillkürlich dies Gefühl auf ein Jiezxii^ssy stein, 
das die Bewegung unseres Abteils initninc!it, nnr] wir wissen, wie 
sehr im^ dies Gefühl täuscht, wenn dpr Zn^ ;nii;slirr, bremst oder 
eine Kurve durchläuft. Die Znsaui iiienliHiige sind eben in diesem 
neueu Bezugssystem andere, und zwar weniger einfache. 

Damit aber sind wir in die La^e versetzt, der Frage nach 
dem Bezugssystem einen ganz anderen inhalt zu geben. Wir 
strelteTi docli dahin, die maihematische Formulierung der physi- 
kaiisciien Gesetze möglichst einfach 7U i_'e>tallen , und wir sehen 
aus der genannten und ähnlichen Erfahrungen, daii wir zu diesem 
Zwecke unter anderem ein geeignetes Bezugssystem brauchen. Ub 
wir auf Grund der Einfachheitsforderung zu einer eindeutigen 
Wahl des Bezugssystems gelangen, oder ob immer noch mehrere 
gleichwertige Möglichkeiten offen bleiben, ist eine Frage für später. 
Dies Prinzip der Einfachheit aber ist keineswegs der Grundsatz 
der Bequemlichkeit — aucli das Wort vom „ökonomischen Prinzip 
in der Wissenschaft" scheint uns nicht glücklich geprägt — es 
ist eins der höchsten Forschuugsprinzipien in der Naturwissen- 
schaft überhaupt. Weuu es deren Ziel ist, die Ereignisse nach 
Saum, Zeit und ihren kausalen und ähnlichen Zusammenhängen zu 
ordnen, so kommt von den verschiedenen AnordnungBarten, welche 
die yerscbiedenen denkbaren Bezugssysteme ermöglichen, doch 
diejenige — oder diejenigen — diesem ZUA am niduten, welche 
die Zusammenliänge einfach auszusprechen gestattet. 

b) Sehen vir uns nun die verschiedenen Standpunkte an, 
welche die Wissenschaft zu verschiedenen Zeiten zu der Frage 
nach dem Bezugssystem eingenommen hat Der Begründung der 
Physik ging die Tat des Kopernikus voraus, und diese bestand 
im Übergang vom geozentrischen zum heliozentrischen Bezugs- 
system, und ging hervor aus der Bemerkung, daß im letzteren 
die Bewegung der Planeten — rein geometrisch — einfacher ist 
als im ersteren. Qalilel, der Schöpfer der wissenschaftlidien 
Hechanik und damit der Physik, hat wohl in der Mechanik stets 
nur an Vorgänge in der N&he der Erdoberfläche gedacht und 
dabei ganz einfach alle Ortsangaben auf die feste Erdrinde be^ 
zogen; daß er sich darüber tief ergehende Gedanken gemacht h&tte, 

l* 
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ist nicht bekannt. Auch wir befolgen noch hentzutat^e für 
irdische Vort^änge meist dasselbe, ja sehr nahf^lio^^^ndo Vorfahren 
und wissen, daß wir damit im alli^emeineu gut ausltüiumeii ; nur 
wenn wir etwrt den oucaultscheu i^endelversuch oder die Ein- 
stellung des Kreiselkompasses nach der Erdachse erklären wollen, 
sehen wir, daß sich in diesem Bezugssystem keine einfache Er- 
klärung dafür geben läßt. 

Als dann Newton die Mechanik des Planetensystems schuf, 
kam das irdische i >e/iigs8ystem gemäß dem Kopernikanischen 
heliozentrischen System nicht in Betracht und so ataud er wohl 
als erster vor der grundsätzlichen Frage, woher ein besseres zu 
nehmen wäre. Auf die Art, wie er sich mit ihr abfand, wollen wir 
hier einmal etwas näher eingehen; desgleichen, schon um der Ana- 
logiewillen, auch auf seine Ansichten über die Zeit und da> Zeitmaß. 

In seinen „l^hüosophiac naturalis Prindj^ia mathcmaiica"' 
(1687) finden wir die folgenden Sätze*): 

„Bis jetzt habe ich zu erklären versucht, in welchem Sinne 
weniger bekannte Benennungen in dei' Folge zu veistelicti sind. 
Zeit, Kaum, Ort und Bewegung als allen bekannt erkläre icli nicht. 
Ich bemerke nur, daß man gewöhnlich diese Größen nicht andei s als 
in bezug auf die Sinne auffaßt, ^und so gewisse Vorurteile entstehen, 
zu deren Auf hebung man sie passend in absolute und relative, wahre 
und scheinbare, mathemati-st Le und gewöhnliche unterscheidet." 

„I. Die absolute, wahre und mathematische Zeit ver- 
fließt an sich und vermöge ihrer Natur gleichförmig und ohne 
Beziehung auf irgendeinen Gegenstand. Sie wird auch mit dem 
Namen Dauer belegt." ' 

„Die relati ve, scheinbare und gewöhnliche Zeit ist ein 
fühlbares und äußerliches, entweder genaues oder ungleiches Maß 
der Dauer, dessen man sich gewöhnlich statt der wahren Zeit 
bedient, wie Stunde, Tag. Monat, Jahr." 

Dann weiter: „Die natürlichen Tage, welche gewöhnlich als 
Zeitmaß für gleich gehalten werden, sind nämlich eigentlich uii- 
gleich. Diese Ungleichheit verbessern die Astronomen, indem sie 
die Bewegung der Himmelskörper nach der richtigen Zeit messen. 
Ed ist möglich, daß es keine gleichförmige Bewegung gibt, durch 
welche die Zeit genau gemessen werden kann. Alle Bewegungen 

*) Zitiert Aaoli deir ÜberMtinng bai tfach 
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können beseUeimigt oder verzögert werden; allein der Verlauf 
der absoluten Zeit kann nicht verändert werden. Dieselbe Dauer 
und daseelbe Verharren findet für die Ezietenz aller Dinge statt; 
mögen die Bewegungen geschwind, langsam oder Null sein/ 

Man kann gegen diese Ausführungen viele Bedenken erheben. 
Wenn man die Zeitdauer irgendeines Vorganges » etwa einer 
Pendelschwingung, bestimmen will» so vergleicht man sie in letzter 
Linie mit der Zeitdauer gewisser astronomischer Vorgänge. Daß 
man diesen Vergleich nicht unmittelbar durchzuführen braucht, 
sondern ihn auf dem Umwege über andere „Uhren'' vornehmen 
kanOf die aber ihrerseitsi scliließlich auf jene astronomischen Vor- 
gänge zurückgeführt sind, daß man ferner zwischen einer Unzahl 
versehiedenster Uhren die Wahl hat, erweckt leicht den Anschein, 
als wären alle diese Uhren unwesentlich und man mäße die Pendel- 
periode unmittelbar „an der Zeit"*. Wie falsch das ist, zeigt die 
Annahme, die Verändenintjsgeschwindigkeit hei sämth'chen physi- 
kalischen \"orgängeri (desgleichen auch bei unseren inneren Zu- 
stänrlnn, Hedanken und Empfindungen) ginge plötzlich auf die 
Hälfte herab. Es gäbe dann kein denkbares Mittel, diese Ver- 
änderung festzustellen. Es hätte sich dadurch so wenig etwas 
geändert, daß nicht einmal anzugeben ist, weichen Sinn jene An- 
nahme eigentlich haben soll. 

TTnd doch scheinen uit? Newtons Äußerungen in gewisser 
Beziehung wertvoll. Einmal ^^teckt in seiner absoluten Zeit, welche 
ohne Beziehung auf irgendeinen Gegenstand verläuft, die Vor- 
stellung, daß der Zeitanschauung etwas von aller Erfahrung 
Unabhiingiges zugrunde liegt — was 100 Jahre später Kant mit 
voller Klarheit erkannt und bewiesen hat. Sodann aber ist die 
oben angeführte Bemerkung über die Ungleichheit der natürlichen 
Tage und die astronomische Verbesserung des Zeitmaße? be- 
merkenswert. Sie bedeutet doch: Wir haben in der Erddrebung 
und in gewissen anderen astronomischen Vorgängen zwei ver- 
schiedene Zeitmaßstäbe, zwei verschiedene Uhren. Die eine davon 
erklären wir für ungenau, d. h. im Prinzip für falsch. Warum 
nidit die andere? Warum dürfen wir uns überhaupt eine Ent- 
scheidung darüber anmaßen? Newtons eigene Bemerkungen dazu 
sind wohl nicht recht klar. Gemeint ist aber sicher das Folgende. 
Die Astronomen fragen sieh: Läßt sich die Ungleichheit der 
natürlichen Tage einfach erklären, wenn wir die astronomisch 
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verbesserte Zelt annehmen, oder ist es einfacher, Ungleichmäßig- 
keiten in jenen astronomiBcheu Vorgängen, die bei Annahme der 
£rddrehung als Zeitmaß auftreten, zu deuten? Sie entscheiden 
sich für das erstere. Die Entscheidung fällt also hier nach der- 
selben Forderung einer einfachen Erklärung der Beobachtungen, 
die wir schon bei der Frage nach dem räumlichen Bezugssystem 
aufgestellt haben. 

Über den Ranin "^nrrt Newton: „Der absolute Kaum bleibt 
vermöge seiner Natur und ohne Beziehung auf einen äußeren 
Gegenstand stets gleich und unbeweglich. Der relative Raum 
ist ein Maß oder ein beweglicher Teil des ersteren, welcher von 
unseren Sinnen durch seine Lage gegen andere Körper bezeichnet 
und gewöhnlich für den unbeweglichen Kaum genommen wird." 

pDie absolute Bewegung ist die Übertragung des K()i ]>' 
von einem absoluten Ort nach einem anderen absoluten Ort, die 
relative Bewegung die Übertragung von einem relativen Ort nach 
einem anderen relativen Ort." 

Hier wird nun eine ähnliche Kritik einsetzen, wie bei New ton s 
Ausführungen über die Zeit. Auch wenn man in dem „absoluten 
Raum" eine Vorahnung Kantischer Gedanken sehen will, wird 
mau zugeben müssen, daß er für die Physik völlig nutzlos ist; 
es ist hier kein Hinweis darauf zu sehen, wie man in ihm ein 
Bezugssystem anbringen soll, von dem aus man wirkliche Koor- 
diuatenmessuugeu ausführen könnte. Einige Klarheit schaffen 
auch hier wieder erst die anknüpfenden Äußerungen Newtons, 
aus denen wir hier einiges anführen: 

„Die wirkenden Ursachen, durch welche absolute und relative 
Bewegungen Toneinander versoliieden sind, sind die Fliehkräfte 
▼on der Achse der Bewegung. Bei einer nur zvlativen Kreis- 
bewegung existieren diese Kräfte nicht» aher sie sind Icleiner oder 
größer, je nach Verhältnis der GrdJie der absoluten Bewegung." 

Und dann bringt Newton als Beispiel einen Versuch. Auf 
einer Achse drehbar steht ein kreiszylindriscbes Gefäß mit Wasser; 
es ist sunficbst in (absoluter) Ruhe. Wir setzen das Gef&ß in 
Drehung, während das Wasser zunächst noch in Buhe bleibt. Die 
Wasseroberfläche bleibt dann auch noch eben. Allmahlich aber 
geht durch Beibung zwischen dem Gtfäß und dem Wasser die 
Drehbewegung auf ^ das letztere über. Und damit beginnt sich die 
Fläche zu krümmen, das Wasser stdgt an der Gefäßwand in die 
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Höhe, bis es schließlich, wenn die Flüssigkeit die Drehung ganz 
augeuommen hat, die bekannte paraboloidische Überfläche zeigt. 
Die relative Bewegung des Wassers gegen das GefäU, die aufanefs 
Torhandüii war , hatte keine Fliehkräfte und damit keine Krüm- 
mung der Fläche zur Folge, aber die später einsetzende absolute 
Drehbewegung ließ i5ich daran festätellen. 

Newton entscheidet also hier, daß der Anfangszustand der 
der „absoluten" Ruhe, der Endzustand aber „absolute" Bewegung 
iät. Sein Entscheidungsg^und ist ein physikalischer. Daß eine 
Flüssigkeit unter dem Einfluß der Schwere im Ruhezustande eine 
«bene Oberfliobe bildet, ist einfaober zu deuten, als daß diese 
Fläcbe ein Pferaboloid iit, besonders, da die letztere Fläcbe deut- 
lich auf eine ausgezeichnete Achse hinweist. Tatsftchlich benutzt 
also Newton sur Auswahl des Besugssystems die Forderung einer 
möglichst einfachen Deutung der Naturerscheinungen. 

c) Nach Newton haben diese Frag^ fast zwei Jahrhunderte 
geruht, wenigstens hat ihre Beantwortung keine großen Fortschritte 
gemacht Eni C. Nenmann und L. Lange ^) haben sie durch 
klares Henrortreten des Gedankens gefördert, die New ton sehe 
Mechanik selbst zur Definition des Bezugssystems zu benutzen. 
Wir folgen hier zunicfast den Gedankengängen Langes. 

Die ganze Newtonsche Mechanik l&ßt sich auf den Trighats- 
satz gründen, der für einen Massenpunkt lautet: 
Hasse X Beschleunigung = Kraft. 
Der einfachste Fall ist der des unbesinfiußten Massenpunktes, 
bei welchem mit der Kraft auch die Beschleunigui^ Null ist; er 
hat eine geradlinige Bahn und unverftuderliche Geschwindigkeit. 
Die Forderung der Einfachheit legt es nahe, ein solches Bezugs* 
System zu w&hlen, in welchem sich jeder freie Massenpunkt gerad- 
linig bewegt. Ein solches S]rstem nennt Lange, weil es nach dem 
Trftgheitsprinzip ausgesucht ist, ein Inertialsy stem und definiert: 

Von einem bestimmten im Bezugssystem festen Baum- 
punkte ans schleudern wir nach drei verschiedenen 
Biphtungen drei freie Massenpunkte. Sind deren Bahnen 
gerade Linien, so ist das Bezugssystem ein Inertial- 
System. 

Daran schließt sich dann die Behauptung: 
In diesem Inertialsystem beschreibt jeder freie 
Massenpunkt eine gerade Linie. 
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Glttchzeitig aber gewinnen wir mit dem. gescbüderten Ver- 
rach anch ein InertialmaÜ fOr die Zeit. Da nach dem Träg- 
lieitssats die Qescbwindigkeit jedes fr^en Punktes nnyer&nderlich 
bleibt, können wir definieren: Die Inertialeinbeit der Zeit ist die 
Zeit, in welober ein freier Masseupunkt im Inertialbezugssystem 
eine Strecke von 

Im AnBohlnß daran wird -behauptet: In diesem In erti all- 
System des Baumes und der Zeit gilt die ganze Newton- 
sehe Mechanik. 

Von jener, nach Lange etwas »gespenstischen", absolutm 
Zeit und dem absoluten Baum ist hier nidit die Bede. Es wird 
nur ein Versuch angegeben, der, wenn er gelingt, die Entscheidung^ 
liefert» ob das untersuchte Beaugssystem ein für die Physik, d. h* 
zur einfachen Darstellung der Zusammenhänge in der Außenwelt^ 
geeignetes ist. Ob er gelingen muß, ob es also ein Inertialsystem 
gibt, kann nicht a priori , sondern nur durch die Erf abrang ent- 
schieden werden. Die Newton sehe Mechanik behauptet das 
jedenfalls. Es handelt sich also hier nicht um eine rein erkenntnis* 
theoretische Grundlage für die Physik, ondern lediglich um ein© 
logisch einwandfreie, sonst aber auf Erfahrung fußende Dar- 
stellung der Grundlagen der Mechanik. Wir betonen sogleich an 
dieser Stelle, daß namhafte Forscher, wie Ernst Mach und in 
neuester Zeit Albert Einstein, bezweifeln, daß die vorliegend» 
Erfahrung das Gelingen des genannten Versuches verbürgt. Doch 
wollen wir darauf erst später eingehen und zunächst einmal an- 
nehmen , es müßte jener Versuch oder ein ihm gleichwertiger im 
Prinzip durchführbar sein. 

Wir sagen sogleich , ein ihm gleichwertiger. Denn er selbst 
ist ein ideeller Gedankeuversuch , den noch niemand mit einiger 
Genauigkeit angestollt hat. Welche vielleicht besser durchführ- 
baren Versuche ihn ersetzen könnten, soll lüer nicht erörtert 
werden; denn tatsächlich wird man die Berechtigung eines Bezugs- 
systems, als Inertialsystem zu dienen, nur auf die Gesamtheit 
aller möglichen Beobachtungen in ihm stützen; es darf sich aus 
keiner von ihnen ein Grund dagegen ableiten lassen, damit man 
es als Tnortialsystom gelten iaiit. 

Nun sehen wir sofort, daß die Bestimmung eines Tnertialsystems 
nie völlig genau sein kann, sondern immer in dem Maße, wie die 
dazu notwendigen Versuche, ungenau bleibt. Können wir deren 
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Genauigkeit steigern, so muß unter Umständen ein bis dahin als 
Iiiertialsystem benutztes Bezugssystem durch ein besser geeignetes . 
ersetzt werden. Wenn sicli Galilei mit eim m an der Erde festen 
Bezugssystem begnügen kormte, so foli^t daraus, daü dies mit 
einer gewissen Annäherung' ein Inertialsystem ist. Zur Deutung 
feinerer physikalischer Versuche, die lange nach Galilei angestellt 
wurden (von den astroiiomischen Beobachtungen sehen wir hier 
einmal ab), reichte es aber nicht aus. Die Abweichung eines 
fallenden Körpers von der Lotnchtnng, die Drehung det Schwin* 
guugsebene bdm Foueanltsclieii Pendel, die Mnatellung eines 
Kreiselkompasses nach dem Pol, das alles und anderes mehr Iftflt 
sieh nicht unter Benutzung des irdischen Bezugssystems aus dem 
einfachen Trftgheitsprinaip ableiten und beweist in diesem Sinne 
die Drehung der Erde, d.h. die Drehung gegen ein biertialsystem. 
Weit besser und bisher Töllig ausreichend ist das astronomische 
Bezugssyston, dessen Anfang in die Sonne — genauer in den 
Schwerpunkt unseres Planetensystems — gelegt wird. Nehmen 
wir einmal der Einfachheit halber an, die .Sonne h&tte nur einen 
Planeten, so könnte die Festlegung der Achsenrichtungeu un- 
gefähr f dgendennaßen geschehen. Ans der Theorie der Planeten- 
bewegung geht herror, daß dessen Bahn in einer uuTerftnderlicheii 
Ebene liegt Also werden wir deren Lot zur einer Koordinaten- 
adhse machen. Außerdem ist der Theorie zufolge die Verbindungs- 
linie der Sonne mit dem n&ehsten Punkt der Bahn (dem Perihel) 
in der Bichtung unTertaderHeh , dgnet sich also auch zur Koor- 
dinatenachse. Damit ist aber die dritte als der beiden enteren 
gemeinsames Lot bestimmt und damit das ganze Inertialsystem. 
Da sich nun hinterher herauss&llt, daß gegen dies Bezugssystem 
der Fixstemhimmel keine bedeut|pde Bewegung hat, so kann 
man dann die Achsen auch optisch nach den Fixsternen festlegen. 
Aber die Berechtigung dazu entstammt lediglich aus den Beob- 
achtungen über die Planetenbahn. Die hiermit erreichte An- 
nSherung an ein Inertialsystem schätzen die Astronomen als 
sdion sehr gut eiii. Seeliger^) z.B. gibt an, daß seine Drehung 
gegen ein Inertialsystem höchstens noch einige Bogensekunden im 
Jahrhundert betragen könnte. — Die Inert i il inheit für die Zeit 
Hefert im Anschluß hieran bekanntlich die Umlauiszeit des Planeten. 

d) Wie erwähnt, hat Mach und neuerdings Einstein ^) einen 
grundsätzlich anderen Standpunkt eingenommen. Zur Festlegung 
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des Inertialaystems braucht man beim einfachen Lange sehen 
Gedauk eil versuch freie Massenpunkte. Wie verschafft mau sich 
die, da doch alle Körper auf dicsu Probekörper Kräfte ausüben? 
Es gibt nur ein Mittel j man entfernt sich mehr und mehr von 
den anderen Körpern, bis jene Kräfte so klein werden, daß sie 
den Versuch nicht stören. Ist es aber sicher, da£ es dann über- 
haupt ein Bezugssystem gibt, in welchem die drei Bahnen gerad- 
linig sind? Das Trägheitaprinzip ist doch abgeleitet aus Er- 
fahrungen in Wdtgegenden, welche in beBtimmten endlichen 
Entfernungen von sehr fielen, sehr großen Hassen, nämlich denen 
des Fizstemhimmels, umgeben sind. Wenn ^ie Trägheit eine 
Eigenschaft des mnzelnen Körpers ist, dann muß es freilich auch 
noch in beliebig großen Abständen von ihnen gelten. Aber was 
bürgt uns dafür, daß sie nicht auf Wechselwirkung mit den 
anderen Massen bemht? Die yorliegende Erfahrung reicht dazu 
nicht aus. Man kann dann über ein physikalisch brauchbares 
Bezugssystem nur das sagen: Erfahrungsgemäß gilt das 
Tr&gheitsprinzip und andere einfache Gesetzmäßig- 
keiten, wenn man ein gegen die Sonne ruhendes, in den 
Achsenrichtungen gegen den Fixsternhimmel festes 
Bezugssystem benutzt. Die diesem Satz anhaftende Dn- 
genauigkeit ist zurzeit unvermeidlich. Es fällt selbstverständlich 
in unseren Weltgegenden praktisch zusammen init einem Bezugs- 
system, das man als Inertialsystem aus der Planetenbewegung 
erschließen kann. Daß man aber unabhängig vom Fixstern- 
system jemals zu einem Inertialsystem gelangen könnte, 
ist eine den Bereich der vorliegenden Erfahrung weit 
überschreitende Verallgemeinerung. 

Ifan wird sich dann weiter fragen müssen: A\as ergäbe der 
Newtonsche Versuch mit dem rotierenden Glas Wasser, wenn 
m in das ganze Fixsternsystem mit in Drehung versetzen könnte? 
Oifenbar müßte sich nach dem Kach-Einsteinschen Standpunkt 
die Wasserfläche anfangs krümmen, solange die Flüssigkeit sich 
noch in ihrer Bewegung von der Gesamtheit der anderen Körper 
unterscheidet, während sie sich in dem Maße ebnet, in welchem 
deren Bewegnngszustand sie ergreift; denn es soll ja jetzt das 
Trägheitsprinzip für Bewegungen gegenüber dem Fixstern System 
gelten. Und wenn man nun nicht alle Fixsterne mitdrehen kann, 
genügt es vielleicht bis zu einem gewissen Grade, wenn man 
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möglichst große Massen in der Nahe mit rotieren laßt. Das wäre 
ein Versuch, der unmittelbar zwischen ^lach und Lange, wie wir 
einmal sagen wollen , entscheiden könnte. Diese Absicht haben 
1896 die Gebrüder Friedlander*) verfolgt. Bei ihi-pm Verinche 
befindet sich in der Verlängerung der Drehachse eines schw ei en 
Schwungrades eine Drehwage , bestehend aus einem horizontaieu, 
um eine Benkurhte Achse leiclit drehbaren V^agebalken, der au 
den Enden z^^el ,Ma-^* ri trägL Kuft die Drehung des Rades, also 
die Relativbewtiriiiiiz der Drehwage gegen das Rad, Zentrifugal- 
kräfte an der Dreliwage hervor, so wird sich diese zur Drehachse 
senkrecht zu stellen streben. Es ist den genannten Forschern 
aber niclit gelungen, einen sichtbaren Ausschlag der Wage zu 
erhalten. 

Der Unterschied der hier geschilderten Standpunkte liegt, 
wie wir sehen, so tiefgehend er ist, keineswegs auf erkenntnis- 
theoretischem Gebiete. Logisch möglich sind beide. Verschieden 
ist nur die Art, wie sie vorliegende Lifahiuagen verallgemeinern 
und ausdeuten. Also muß auch die Eutscheidung zwischen ihnen 
aus weiterer Erfahrung entspringen, es ist das eine richtige physi- 
kalische Frage. Bisher standen die Physiker, häufig unbewußt, 
fast alle auf dem ersteren, der an das Vorhandensein eines Iner* 
tialaystems, unabhängig von allen Hassen glaubt* Dies gilt auch 
noch ffir die „spezielle* RalatiTitätstheorie, welche £1& stein uns 
1905 beschert hat Die Hachsohe Auffassung bestand bis Tor 
kurzem allein in der Form eines skeptischen Einwandes gegen die 
herrschende. ESrst in neuester Zeit hat Einsteins Genie sie zu 
einer Theorie yerdichtet, die an der einsigen Stelle, an der sie 
tieh an der Erfahrung hat prüfen lassen, einen überraschenden 
Erfolg daTongetragem hat. 

Nun wire es meines Erachiens. verfrüht, Ton einem Siege 
dieses zweiten Standpunktes zu sprechen. Die Akten darüber sind 
noch lange nicht geschlossen. Wir beabsichtigen, uns in diesem 
Buche der «speziellen" BelatiTitätstheorie zu widmen und behalten 
daher TorUi^ den ersten Standpunkt bei. Im zweiten Bande, 
bei der Darstellung der an die BelatiTitätstheorie anknüpfenden 
Gravitationstheorien, werden wir uns mit Einsteins Ausbildung 
des anderen Standpunktes beschäftigen. 
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§ Ib* Bie BeUtiTitttspriiisipe der klassisclieii Mechanik 

und der Elektrodynamik* 

a) Das Belativitätsprinzip der Mechanik. 

Qem&ß dem in § la Gesagten nehmen wir an, wir haben 
durch den Lange sehen Versuch mit den drei freien Hassenpunkten 
ein Inertialsystem und einen IneH^almaßstab f flr die Z^t ermittelt. 
Hierauf bezogen gilt die Newtonsche Mechanik» welche zurück- 
geht anl die Bewegungsgleichung für einen Massenpunkt 

' / ^(«*q)f=Ä» . . . (1) 

wenn m dessen Masse, q seine Cteechwindigkeit und ^ die auf ihn 
wirkende Eraft ist. 

An diese Vdraussetzung knüpfen wir aber die Frage: Cribt 
es nur ein Inertialsystem? Wir können diese Frage sogleich ver- 
neinen; nennen wir nämlich das bisherige Bezugssystem K, ein 
zweites K*, und setzen wir voraus, daß sich K' gegen K mit der 
nach Sichtung und Größe unver&nderlicheh Translationsgeschwin- 
digkeit ohne Drehung bewegt, so ist auch 2^ ein Inertialsystem. 
Beweis: Man lege in beide Bezugssysteme rechtwinklige Achsen- 
kreuze, und zwar so, daß sie sich zur Zeit tsssQ de<^en, d. h. daß 
für t=0 die jB- und af', die und y-, sowie die g- und V-Achse 
zusammenfalien, femer so, daß die hiemach schon zueinander 
parallelen Achsen der x und auch noch zur Geschwindigkeit 9 
paralld sind; dann lauten die Transformatiionsfonneln für den 
Übergang vom einen zum anderen Bezugssystem: 

« y = y, tf = B, (2) 

Bewegt sich im un^estricheneii Bezugssystem K ein ]\Iasseiipunkt 
geraxliiuig mit unveräntierlicber Geschwindigkeit, so sind seine 
Koordinaten a;, y, z lineare Funktionen der Zeit. Aus der Linea- 
rität der Gleichungen (2) folgt, daß dann auch seine Koordinaten 
im gestrichenen System x' , y\ z' linearo Funktionen von t sind. 

Die Formeln (2), denen wir der Analogie mit der spätrer zu 
erörternden Lo reutz-Transformation wegen noch die identische 
Transformation für die Zeit 

t' = t (3) 
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Liiizutugeu , bezeichneu wir als eiue GalileitrauBf oruiation. 
Wir finden also den Satz: 

Jedes Bezugssystem, welches aus einem Inertial- 
system durch eine Galilei-Transformation hervorgeht) 
ist wieder eip Inertialsystem. 

Dtegen Sata beoseiehnexi wir au Bp&ter au «rörtemden Gründen 
als das Belativit&tsprinsip der klassischen Hechanik. 

Wir w^sen sugleidi darauf bin, daD die Gesamtheii der 
Galilei- Transformationen eine Grnppe bfldet; Wendet man swei 
Ton ihnen hintereinander an, so erhilt man ein Ergebnis, das 
auch durch eine einzige zu erreichen wäre. 

Die Gleichwertigkeit der Bezugssysteme K und jSl* für die 
Heebanik bestätigt üßk darin, daß auch in K' die Bewegungs- 
gleicfaung (1) gilt. Die Geschwindigkeitskomponenten finden wir 
nämlich, indem wir die Koordinaten des Massenpnnktea nach der 
Zeit düferentiieren; .es gelten daher für diese Komponenten nach 
(2) und (3) die Transformationsformeln : 

, da/ dx , dy! dy 

57 = d?*"*' = <li' = dF = d* 

• , dz' dz 

die wir auch in die Vektorgleichung 

q' = q-^ W 

zusammenfassen können. Sie enthält das Additionstheorem 
der Geschwindigkeit. Durch nochmalige Differentiation folgt 
aus der TranSformationsformel für die Beschleunigung: 

= s*- = s = 1- 

In Glmchung (1) bleibt daher die linke Seite Ton der Trans- 
formation unberührt. Die Kraft aber ist eine Funktion der 
relatiTen Lage des Uassenpunktes m zu andwen, und unter Um- 
ständen auch von seiner Belatiygeschwindigkeit gegen diese ab- 
hängig* Man siebt nun leicht, daß bmde Bestimmungsstücke bei 
einer Galilei -Transformation unverändert bleiben; dasselbe gilt 
daher auch für die Kraft: 

= (5) 

Aus (1) folgt somit 

mij[ = Ä'. 
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Fratreii wir femer nach den Transformatiousüornieln für den 
Impuls Vektor: 

® = (6) 

und die kinetische Energie: 

L == i2;»i,q/ (7) 

eines Systems von l^assenpunkten fNj. Wenden wir ^e ent- 
sprechenden Gleichungen auf das gestrichene System an, so finden 
wir, daß nach (4): « 

®' s= ® — ttZmi (8) 

r = x— (ö®)+y-siw< (9) 

ist. Wir können an ihnen eine Frohe auf die GlMchwertigkeit 
heider Koordinatensysteme machen. Diese Gleichungen müssen 
^nämlich (wie allelVansfonnationsglelehungen) in ihre Auflösungen 
nach den ungestrichenen Größen lihergehen, wenn man die ge- 
strichenen mit den ungestrichenen Größen yertanscht und zugleich 
das Yoraeichen yon v wechselt. In der^at findet man aus (8) 
und (9): 

® = 0)' -f tt£mi (10) 



t 



X = X' + (ü®') + ^^««*- . . . (11) 

Dem Energieprinzip zufolge muß im ungestrichenen System 
die Zunahme der kinetischen Energie gleich der von den Kräften 
geleisteten Arbeit, d. h« 

sein , wobei die auf den Massenpunkt wirkende Kraft ist. 
Im gestrichenen System gilt entsprechend: 

Dft t) jede beliebige Richtung haben kann, so folgt ans (4), (6) 
und (9) leicht der Impulse atz : 

Er enthält als Spezialfall eines Massenpunktes die Gleichung (1); 
man sieht also, daß man aus dem Energieprinzip und dem Eela- 
tivitätsprinzip die Grundgleichung und damit die ganze Kechanik 
ableiten kann 
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Wir wollen uns zum Schluß dieser Überlegungen noch über- 
zeugen, ob die Galilei -Transformation die einzige Transformation 
Ist» weiche von einem Inertialsystem zu einem anderen führt. 

Basn nehmen wir wieder das Bezugssystem K als Inertial- 
System an und betrachten daneben ein zweites, gegen K bewegtes 
Besogssystem iC'. i Im ersteren wählen wir uns ein Achsenkrens 
|f, 2, im zweiten ein Achsenkreuz x\ y\ z'; wir können das so 
tun, daß zur Zeit < = 0 sich beide NuUponkte decken. Jedenfalls 
gilt für den Übergang vom einen anm anderen das Trans» 
f ormationssystem : 

y ==<4»a?' + afV-i-a?)y + /J<»>}- • • • (12a) 
g = «wy + fljwy -h a?V -1- /5W J 

wobei die Koeffizienten a<"*) den Orthogonalit&tsbedingongen 



0(1)2 ^ ^0)2 ^ ^0)« _ 



usw. 



(12b) 



unterworfen sind. Sie brauchen aber, wie auch die ß^**^, keine 
Konstanten zu sein, sondern können wegen der BeNvegung von 
K' gegen K Funktionen der Zeit sein. Die Form dieser Funk- 
tionen wollen wir aus der Bedingung ableiten, daß auch K' ein 
Inertialsystem ist. 

Ein freier Hasaenpnnkt A bewege sich in K gem&ß den 
Gleichungen 

JPji = iü* 9a — Va^ n = Sa« 

(Iai ^Af Bind konstant). Seine Bewegung soll auch in K' ent- 
sprechenden Gleichungen genügen, nämlich 

Ä = i'Ai tf'A = n'At »A = £a< 
(&» ^Ay Va üncl konstant). Bann muß nach (12 a) 



/J(2) 



nA = aW{A + aWiik -f- + Y 
U = ai^^ + o?>i?A + + 



(12c) 
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sein. 1 iir zwei andere freie Massenpuukte B und C gilt eut- 
sprechendes; also : 



usw. 

Wir Beteen voraus, daß die Determinante 



t 



(12 c) 







x'a Va z'a 


gir 






SC '^c fec 




^0 y 'a ^ 'c 



Ton 0 yerscbieden ist; anderenfalls lägen die Punkte A, B, C 
dauernd in einer geraden Linie und wären für den Langeschen 
Versuch nicht brauchbar. Dann aber können wir aus den drei 
Gleichungen (12c) für ^ai ^«j bC die drei Koeffizienten öj^\ 
eindeutig als Funktionen von i^t £bi Ici 6a usw. und von 



u 



(1) 



^ auadrftdcen; setEen wir diese Werte in die erste der Orthogonal 

litatsgieichungen (12 b) ein, so finden wir daraus auch und zwar 

als unabh&ngig Ton der Zmt, so daß auch q\^\ gff^, q^^ von i un- 
abhängig werden. Ebenso bestimmen sich dann aus den auf h^a» 
^Bi ^ci tAt tßt tc bezüglichen Gleichungen (12c) und den beiden 
Orthogonalitätsbedingungen 

ö(3)2 4. a(3)2 ^ fl(3>2 1 

die Koeffizienten a[^\ aj^\ af\ af\ a^^\ af^ und ^ als un- 
abhängig Yon i* Dann sind freilich die Beziehungen (vgL 12 b) 

noch nicht benutzt. Diese aber sind (nach 12 c) von selbst er- 
füllt, wenn anders die Beziehung 

= («A — li)^ + (I? A - riB? 4- (I;a - Sb)« 
und die entsprechenden für die Indices B und C, C und ^ 
bestehen; diese aber sagen nur aus, daß die Helativgeschwindig- 
keiten der Punkte A, B, C gegeneinander in beiden Systemen den 
gleichen Betrag haben,, wir werden sie unbedenklich annehmen 
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können. In der Unveränderlichkeit der liegt ausgesprocheD, 
daß sich K' gegen K nicht dreht; in der Konetanz ^ , daß die ■ 

Translatiousgeschwindicrkeit von K' gegen K drei konstante Kom- 
ponenten nach den Kiclituiigen x, y und B hat, mithin nach Richtung 
und Größe konstant if?t. Di© Transformation (12c> unterscheidet 
sich von (2) dann nur äußerlich, indem in (2) dio A i Ii: culo i'nzo 
von vornherein passend zueinander und gegen die Kichtung der 
Geschwindigkeit t» gelagert waren. 

Damit ist der gewünscht© Beweis gefuhrt. Aber wir müssen 
noch eine Voraussetzung aufdecken, welch© wir ihm stillschweigend 
zugruudö gelegt haben. Die Orthogen alitätsbedingungen, die wir 
für die Koeffizienten angenommen liaben, leiten sich bekannt- 
lich aus der Forderung ab, daß jede strecke in den beiden Bezugs^ 
Systemen die gleiche Länge hat; in Form einer Gleichung lautet 
dies: £s ist für zwei beliebige Punkte P und Q 

Ohne diese Vonussetzung läßt eieh der Beweis nicht führen. 
Die weitere Annahme, daß die BelatiVgeBchwindigkeiten in heiden 
Bezugssystemen den gleichen Betrag haben, fließt unmittelbar ale 
Folgerung ans ihr. Unter der* Annahme, daß jede Strecke 
in allen Besugssystemen die gleiche Länge^ hat, gilt also 
der Satz: Nur eine "^Galilei^Transformation l&hrt Ton 
einem Inertialsystem zu einem anderen. 

Zugleich zeigt sichhio*, warum in der Lang eschen Definition 
deslnertialsystems gerade von drei freien Massenpunkten die Bede 
ist; eine geringere Anzahl genügte nicht dazu. 

b) Das Kelativitätsprinzip in der Elektrodynamik. 

Ganz Ähnlich wie in der klassischen Mechanik liegen nun die 
Yerhaltnisse in der Elektrodynamik. Die Maxwellsche Theorie 
' liefert für sie gewisse yektorielle Grundgleichungen, in denen die 
Differentialquotienten der Feldvektoren nach den Koordinaten und 
der Zeit TC^rkommen. Auch diese erhalten einen Sinn erst durch 
Angabe eines Bezugssystems. Da sie aber Differentialgleichungen 
sind, hat eine Verlegung des Anfangspunktes, da sie Vektor- 
gleichungen sind, haben Änderungen der Achsenrichtungen keinen 
Ita««} Bektttftiltqirinslp« >> Aufl. 2 
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EiiifluÜ auf ihre Form; alle Koordinatensysteme, welche durch 
diese Operationen auseinander hervorgehen , zählen hier wie in 
der Meclianik als ein einziges. Aber der Bowegungszustand ist 
wesentlich; ebensowenig wie in der Mechanik können hier die 
ürundgleicLungen für zwei beliebig gegeneinander bewegte 
Systeme gelten. Den Gegenstand des vorliegenden Heftes können 
wir daher in die folgenden Fragen zusammenfassen: Gibt es ein 
ausgezeichnetes Koordinatensystem, auf welches die 
Hazwellschen Gleiehnngen bezogen werden müssen? 
Oder, wenn es mehrere solcher Systeme gibt, wie laateD 
die Transformationsgleichungen, dnrch welche man von 
dem einen su dem anderen gelangt? Diese letzteren würden 
dann für die Elektrodynamik eine ähnliche Bolle spielen, wie die 
Galilei-Transformation in der klassischen Mechanik. 

Ist die erste Frage zu bejahen, so mfissen sich Körper, welche 
sich gegen das ausgezeichnete System bewegen, offenbar in elektro- 
dynamischer Beziehung prinzipiell anders Terhalten als solche, die 
in ihm ruhen. Es muß sich dann durch Versuche leststelten 
lassen, ob und wie sich ein Körper in ihm bewegt, es muß also 
einen physikatisohen Sinn haben, tou der absoluten Bewegung 
eines Körpers zu reden *). Trifft dagegen die andere Möglichkeit 
zu, so müssen sidi auch in einem bewegten Körper, wenn dieser 
nur in einem passenden System ruht, die Yorg&nge — wenigsten» 
▼on diesem System aus betrachtet — genau so abf^ielen, wie in 
einem ruhenden; es hat dann keinen physikalischen Sinn, Ton 
der Geschwindigkeit als etwas Absolutem zu reden. Ein Prinzip, 
welches das letztere behauptet, bezeichnet man daher passend als 
ein RelatiTitatsprinzip. (Aus diemm Grunde nannten wir 
auch den Satz auf S. 13 das Belatiyit&tsprinzip der Mechanik.) — 
Die Entscheidüng der gestellten Frage liegt offenbar bei Versuchen 
über die Elektrodynamik bewegter Körper. 

Eng hängt damit zusammen die Frage nach der Ezistens 
des Äthers. Ist die Faraday-Maxwellsche Auffassung Ton 

*) Daß die Erkenntoistheorie clera Begriff dr^r absoluten Bewegung 
keinen Sian zu geben weiß , spiele Mer keine Bolle , denn wir haben 
aodh unsere ,absolateii* Geschwindigkeiten in bezug auf ein Koordt* 
jUkUaap^bem definiert, dessen Fsailegimg auf empirischem Wege und 
zwar etwa so zu geschehen hätte, daß man die Bewegung der Iluieten 
relativ zu ihm angibt. 
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der Übertragung des elektromagnetischen Feldes Hiirrh einen 
materiellen Träger desselben auch für den leeren Kanm richtig, so 
mnß rla' jenijre Koordinatensystem ausgezeichnet sein, in welchem 
der Allirr ruht. Stellt sich aber heraus, daß es viel« gleich- 
berechtigte vSysteme gibt , so kann man offenbar von keinem mit 
mehr Recht behaupten, daß der Äther in ihm ruht, als von jedem 
anderen; es ist dann prinzipiell unmöglich, dem Äther einen be- 
stimmten Bewegungszustand zuzuschreiben, man muß daher die 
Äthervorstellung ganz fallen lassen. So gerät die Eelativitätsfrage 
iu den engsten Zusammenhang mit der alten Streitfrage: Fern- 
Wirkung oder Übertragung mit endlicher (lesch^ndigkeit durch 
ein Zwischenmedium ? Man sieht schon ans dieser Andeutung, wie 
tief die E'rage in die Auliaasung vom Wesen des elektromagne- 
tischen Feldes eingreift. 

Um aber ihre ganze Tragweite zu übersehen, wollen wir hier 
die Antwort zum Teil vorwegnehmen. Es wird sich zeigen , daß 
es in der Tat eine dreifach unendliche Schar Tersdiiedeii bewegter 
Systeme gibt, welche f är die £llektrodynamik*gleichbereclitigt sind. 
Aber diese Schar kann mit der durch das Belativit&tBprinsnp der 
KeehftEÜk beetunmteii nur ein einziges System gememsam haben. 
Wären beide Beiativitateprinzipe , das eine für die elektrodyna- 
misehen, das andere für die medfaanischen Erscheinnngen gültig, 
so definierten beide zasammen doch wieder ein ansgezeichnetes 
System; sie höben daher ihre Bedeutung gegenseitig auf. An 
Vorgängen y welche weder reix» n^echanische noch rein elektro- 
dynamische sind — rein elektrodynamische gibt es überhaupt nur 
im leeren Baume, sonst sind immer irgendwelche Eöiper mit 
ihren mechanischen EÜgensehaften daran beteiligt — , müßte sich 
dann eine absolute Bewegung erkennen lassen*). Es kann daher 
in der ganzen Physik nur ein Belatiyitätsprinzip geben, 
wenn es diesen Namen wirklich verdienen solL 

Tatsächlich liegt aber gar kein Zwiespalt vor. Die mecha- 
nischen Tersuche, einschließlidi der astronomischen Beobachtungen, 
haben n&mlich ausnahmslos mit so geringen Gesehwindigkftten zu 

*) Besonderg lehrreich dafür ist der Nachweis W. Wiens, daß 
sich die Erdgeachwindigkeit durch Messung der LichtgeM^hwindigkeit 
relativ zur Erde parallel und entgegengesetzt der Erdges<diwindigkeit 
feststdl«! J&fit, wenn für die Meebanlk des BelatiTitäteprinzIp der 
Galilei-Transformation gilt^). 

2* 
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tun, daß ihre Genauigkeit zur Entscheidung zwischen den beiden 
Eelativitätsprinzipen nicht ausreicht. Wir kommen mit keinem 
empirischen Ergebnis in Widerspruch, wenn wir das Relativitäts- 
priuzijj der Elektrodynamik auf die Mechanik übertragen. Das 
Umgekehrte wäre hingegen nicht möglich (§4). Es ist daher 
das Relativitätsprinzip der Elektrodynamik, dem wir 
universelle Gültigkeit zuschreiben müssen, wenn wir 
nicht liberhaupt auf ein solches verzichten wollen. Wir 
nennen es deswegen auch von jetzt an das Eelativitätsprinzip 
schlechthin. Freilich bedürfen dann die Grundgleichungen der 
Mechanik einer Abänderung, und auch die Thermodynamik. Anoli 
Mexanl müssen wir am Schlüsse dieses Buches ^gehen, um die 
Vereinbarkeit der Belativitätstheorie mit den mechamschan Er- 
fahnmgea daraniim. 

§ 8. Die empiriselien Onindlag«ii für die ElektrodynaniilL 

beiregter ESrper. 

Gehen wMr zunächst kurz auf das empirische Material ein, 
an dem wir eine elektromagnetische Theorie der bewegten Körper 
zu prüfen haben. Seitdem das Licht als elektromagnetische Er* 
scheinung erkannt ist, versteht es sich von selbst, daß dazu auch 
optlsdie Experimente gehören. 

Induktion. Die bekanntesten Versnche dieser Art sind die 
Faradayschen Versuche über die Induktion elektrischer Ströme 
in gesddossenen, leitenden Bahnen bei der relatiTcn Verschiebung 
solcher gegen Magnete oder andere Stromsysteme. Da jedes 
Lehrbuch der E^>erimentalphy8ik über sie ausführlich berichtet, 
dürfen wir uns hier mit der Angabe des Besultatee begnügen. 
Unter der Annahnie, daß der elektrische Widerstand eines Strom- 
systems eine durch Bewegung nicht zu beeinflussende Konstante 
ist, läßt es sich dahin aussprechen, daß das Linienintegral der 
treibenden elektrischen Kraft (S* gegeben ist durch die zeitliche 
Änderung des magnetischen Induktionsflusses durch die um- 
schlungene Fläche, d.h.*): 

*) Alle Beaseiehnungen, Yektör- und TenBorregeln sind im Anhang 
zQgammengesteUt; die letzteren zum Teil auch 'be'wiesen. Die Olei- 
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oder nach ^ (f, tf', da c^ii;^ = 0 ist: 

Die Anwendung dieser üleicbung auf ein unendlich kleines Flächen- 
stuck liefert: i 

q ist die auf dem Fläclienstftek dtf herrschende Gesdiwindigkeit 
der Materie. Wie man sieht, ist der Bewegangseffekt von der 
ersten Ordnung, d.h. proportional su dem Quotienten ^e, 

Wilsonscher Versuch. lu engem Zusammenbange damit 
steht ein Ton Wilson^) durchgeführtes Experiment über den 
Einfluß eines' bewegten Dielektrikums. Bei ihm bewegt sich 
zwischen den leitend verbundenen Platten eines Kondensators 
parallel zw diesen eine planparallele, dielektrische, unmaguetiBier- 
bare Scliicht in oiiipm homogenen Magnetfelde von der Feld- 
Bt?ir1ce .'rS, welches zur < ir^chwindigkeit q senkrecht, zu den Platten 
aber parallel ist. Beobachtet wird eine Aufladung der Platten Yon 

der iläohendichte ±(£ — 1) - Schon früher hatte Blondlot *) 

den entsprechenden Versneh mit Luft gemacht; da ihre Dielektii* 
aitätskonstante sich nur unmerklich Ton 1 unterscheidet, so fand 
er in Ühereinstimmung mit dem Ohigen keinen Effekt. 

Wienscher Versuch. Wie J. Stark^«) 1913 entdeckt 
hat» spalten sich gewisse Spektrallinien in eine Hehrzahl tou 

Komponenten, wenn sich die sie aussendenden Atome in einem 
elektrischen- Felde befinden. Man kann diese Aufspaltung daher 
umgekehrt zum Nachweis und zur Messung eines solchen Feldes 
benutzen. W. Wien^^) hat daraufhin 1914 zeigen können, daß 
Wasserstoff atome, welche sich als n^^^Btrahlen'* mit der Gre- 



chnngen des Anbanires sind zum Unterschied von denjenigen des Textes 
mit griechischen Buchstaben a , ^ , y usw. bezeichnet. Hier sei nur 
erwKhnt, daß die den elektrisoheu Btrom hwyoimfende ^treibende 
elektrische Kraft* (S* für ruhende KOrper mit der elektrischen Feld« 

stärke (5 zusammenfällt, desgleichen für bewege Körper nach der 
Hertzscheu Theorie, während in der Elektronen- und in der Kela- 
tivitätstheorie im lall der Bewegung zwischen beiden Vektoren zu 
nntersoheideii ist. 
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schwindigkeit von etwa 5.10" cm soc~^ bewef^^^n, in einem magne- 
tischen Felde ^ eine Aufspaltung zeigen, die ruhende Atome in 
einem elektrischen Felde von der Größ^ordnuug des Produktes 

~[q$] aufweisen müßten. 

Während diese Versuche sich mit den elektrischen Folge- 
erscheinungen bei der Bewegung von Körpern im Magnetfelde 
beschäftigen, kommen wir jetzt zu solchen, welche die magne- 
tiaclien Wirkungen von Bewegungen im elektrischen Felde unter- 
suchen. 

Rowlaüdscher Versuch. Schon die Bezeichnung „elek- 
trischer Strom" ist aus der Vorstellung entsprungen , daß sich in 
einem durchströmten Leiter Elektrizität bewegt, wie Wasser in 
einer Röhre. Ist sie richtig, so muß sich die Stromdichte 0 wie 
in der Hydrodynuniik ;i as der Kainndichte Q und der Geschwindig^ 
keit q berechnen nach der Gleichung: 

0 = ^q. 

Ein elektrisclier Strom bat aber ein Magnetfeld um sieb. Bow- 
land*) untersucbte nun, ob von Materie konyektiT mitgefübrte 
Elektrizität die nacb dieser Qleichnng entsprecbende magnetische/ 
Wirkung hervorruft, indem et eine elektrisch geladene Platte 
rotieren ließ. Der Versuch bestätigte das erwartete Ergebnis, 
welches neuerdings von Eichenwald*) nachgeprüft und als richtig 
befunden worden ist Da nach den Maxwell scheu Gleichungen 
(vgl.§4) , 

c 

ist, so ist auch hier die Wirkuug proportional zu q/c. 

Versuche von Röntgen und Eichenwald. Man mufi 
hier zwei Anordnungen unterscheiden, welche freilich im Grunde 
dieselbe Frage prüfen, abor auf verschiedene Art. 

Die Elektrizitätslehre kennt neben den nwalurm'' Ladungen, 
um die es sich beim Bowland sehen Versuch handelt, auch noch 
„scheinbare", d. h. durch die Polarisation des Dielektrikums vor- 
getauschte, welche im elektrischen Felde überall dort auftreten, 
wo sich die Dielektrizitätskonstante stetig oder unstetig ändert. 
Zum Beispiel ist an den Grenzen eines Dielektrikums zwischen den 
geladenen Platten eines Kondensators die Dichte der scheinbaren 
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Flächanladung gleich i:iB — Die ilieren Untersaehungttn 
Ton BöDtgen^) und die iieiieren und genaueirwi Yon Eichen- 
irald"), }m welchen dies IHelektrikiim rotierte, hahen gezeigt, 
daß auch hier dae Produkt aus der Dichte und Geschwindigkeit 
die Stromdichte eines ftquiTalenten Iie&tungsstromes angibt. Dabei, 
wie auch heim Bowlandsehen Versuch, ist freilich zu heachten, 
daß die Ladungen flAohenhalt Terteüt sind, und daß daher die 
Stromdichte auch als lachte eines Flftchenstromes, d. h. als Eick- 
iriiitfttsmenge, welche in der Zeiteinheit durch eine zur Strom- 
richtung senkrechte L&ngeneinheit hindurchfließt, au deuten ist. 
Fflr die Theorie ist dieser Unterschied belanglos, da Flächen- 
ströme und Elftchenladungen nur Qrenzfille räumlicher Strf^me 
und Ladungen sind. 

Die beiden - genannten Forscher haben daneben noch die 
Frage nach der Wirksamkeit eines Yerschiebungsstiomes in einem 
bewegten Nichtleiter beantwortet. Daß ein Verschiebungsstrom 
magnetisch wirkt, gehört zu den anerkannten Wahrheiten der ' 
Haxwellschen Theorie, sofern es sich um zätlich Terftnderliche 
Felder in ruhenden Körpern handelt. Die Besonderheit dieser 
Untersuchung Hegt darin, daß das Feld durchaus statisdi ist, und 
daß sich nur durch die Bewegung des Körpers die Verschiebung 
im gleichen materiellen Funkt ftndert. Wiederum rotilert hier eine 
nichtleitende Scheibe in einem FUttenkondensator. Nur sind beide 
Platten längs eines Durchmessers durchschnitten, ^und- die beiden 
Hälften derselben Platte entgegengesetzt geladen. In einem 
diesen Durchmesser passierenden Punkte der Scheibe schlägt so 
die elektrische Feldstärke und die Verschiebung in die entgegen- 
gesetzte Bichtung um. F^t man ▼erschiedeoe Dielektrika, so zeigt 
sich auch hier die Stärke des Verschiebungsstromes proportional 
zur Differenz e — 1. 

Fizeauscher Versuch. Damit ist die Reihe der ünter- 

sncliungen über die im engeren Sinne elektromagnetischen Wir- 
kungen relativ zur Erde bewegter Körper beendet. Von den opti- 
sclifn bosprccben wir zuerst den Fizeauscbeu Versuch über die 
Mitführung des Lichtes durch bewegte Körper. Wäre das Hpl;^ti- 
vitätsprinzip der Mechanik gültig, so müßte die Lichtfortpflanzung 
im bewegten Körper gerade so mit der Geschwindigkeit c. « vor sich 
gehen, wie im rahenden j und nach dem Additionstheorem der 
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Gesoliwindigkeiten [Gleiehung (4)] müßten dio Phasen des Lichtes 
rektiy su einem Beobachter, gegen den der Körper die Geschwin- 
digkeit q besitzi^ mit einer Geschwindigkeit Tom Betrage 

fortschreiteu, je nachdem d!e Lichtfor^flansang in der Riditang' 
. von q oder entgegeDgesetst erfolgt. Dnrch ein Experiment» bei 
welchem zwei lichtstrahlen miteinander interferieren, welche beide 
eine strömende Flüssigkeit, der eine in der Bewegongsrichtang» 
der andere entgegengesetzt, durchsetzt haben, konnten Fizeau^) 
und sp&ter Hichelson und Horley^) und neuerdings mit be- 
sonderer Genauigkeit Zeeman**) zeigen, daß die Geschwindig- 
keit q nicht ganz zu e/n hinzuzufügen ist, sondern versehen 
mit dem Fresnelsohen Mitf ührungskoeffizienten 1 — l/n<» 
so daß die obige Gleichung umzuindem ist in 

<v = ^±a(i-5i)- 

Bei Gasen, deren Brechungsexponent sich von 1 nur sehr wenig 
unterscheidet, ist infolgedessen überhaupt kein Einfluß zu be- 
merke. — Uan hat diesen Versuch w&hrend eines halben Jahr- 
hunderts als den direkten experimentellen Beweis für die Ezbtenz 
eines die Körper durchdringenden, aber doch stets ruhenden 
Äthers angesehen. Denn wie sollte man ihn anders deuten , als 
daß nicht alles, was im Körper Träger der Lichtfortpflanzung ist, 
an dar Geschwindigkeit desselben teilnimmt, solange man an das 
Additionstheorem (4) glaubte, welches die klassische Mechanik für 
die Geschwindigkeit aufteilt? Im Sinne der BelatiTit&tstheori» 
dagegen bestätigt er nur das berühmte Einsteinsche Additions- 
theorem der Geschwindigkeit. 

Versuch von Sagiiac®*"): Am Rande einer ebenen Kreis- 
scheibe, welche sich um ihren Mittelpunkt nut konstanter Ge- 
schwindigkeit dreht, sind tangentiell zu ihr drei Spiegel SjjSg, iSg 
befestigt, desgleichen eine halbdurchlässige Glasplatte P, welche 
einen Lichtstrahl, der von der mitrotierenden Lichtquelle L 
kommt, durch Spiegelung und Brechung in zwei Stralilcn zerlegt. 
Die Platte P und die Spiegel S bilden die Ecken eines Quadrates. 
Die beiden genannten Strahlen durchlaufen, von jedem der 
Spiegel S zurückgeworfen, dessen Seiten, aber in entgegengesetzten 
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Richtungen. Bei der Rückkehr nach P geben sie zu vior Mi alilen 
Veranlassung, von denen aber je zwei zusanimeufailen und mit- 
einander interferieren ; das System der luterferenzstreifcn wird 
auf einer mitrntiei« nden photofiTraphischen Platte l'h aufgefangen. 
Ruhte die Scheibe, so waren die Wei^e beider Strahlen von ihrer 
Trennung bis zur Wiedervereinigung einander [bleich*, infok^^ der 
Drehung hat jedoch der im Sinne der Drehung umlaufende einen 
längeren, der andere einen kürzeren Weg zurückzulegen als im 
Falle der Ruhe. Beim Übergang von der Ruhe zur Bewegung 
verschiebt sich somit daa System der Interferenzstreifen, und zwar 
ergeben Sagnacs Beobachtungen, dali die Verschiebung, aus- 
gedrückt in Streifenbreiteii , -iuyFjc.X ist. 
Dabei bedeutet Co die Wiiikelgescliwindigkeit, 
F die Fläche des umlaufenen Quadrates, X 
die Wellenlänge des Lichtes, Der Versuch 
beweist auf optischem Wege, was aus vielen 
mediaiiiBclien Versuchen bekannt ist, daß 
im mitrotierenden Besngssystem die Natar- 
Torgänge anders als in einem ruhenden ver- 
lanfen« 

Bei allen diesen Versudien ist» wie wir sehen, der Elffekt yon 
der ersten Ordnnng, d. h. snm VwhlltDiB g/c, proportionaL Die 
dabei benutsteii Geschwindigkeiten sind, abgesehen vom Wien - 
flehen Versnch, solche grofier Hassen, wie die Experimentierkunst 
flie eben herzustellen vermag» also jedenfalls gegen die Lichta* 
gesehwindigkeit e äußerst klein. Darauf beruht die Schwierig- 
keit; es läßt sich kaum beschrdben, welches Haß von Scharf- 
sinn, experimeiftellem Geschick und von Geduld dasu gehört 
hat, diese Schwierigkeit bei den hier erwähnten Versuchen au 
überwinden. Nun sind aber die Geschwindigkeit, mit welcher sieh 
die Erde um die Sonne bewegt (g« s= 8 . 10* cm sec'^), und ebenso 
die Geschwindigkeiten der anderen Himmelskörper weit größer, als 
alle diejenigen, welche wir Körpern relativ zur Erde geben können. 
Hau muß daher weit leichter zu beobachtende Effekte erwarten, 
wenn man derartige Geschwind^keiten benutzen kann. 

Aberration. In der Tat liegen nun schon seit 1727 (Bradley) 
hierhergehörige astronomische Beobachtungen vor. Sieht man 
nach sehr entfernten Fixsternen in der Nähe des Poles der Ekliptik, 



Fig. 1. 
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so muß man die Richtung des Ferurohres (bezogen auf das 
Sonnensystem) im Laufe eines Jahre^ so ändern, als beschrieben 
diese Sterne am Himmel Kreise init einem Durchmesser von 
41" = 2 . 10~* in absolutem Bogenmali. Sterne in der P>k]iptik 
durchlaufen scheinbar gerade Strecken von dieser Länge, alle 
anderen Ellipsen , deren große Achse diesen Betrag hat. Die 
elementare Erklärung dieser Tatsache (welche von den Brechuneren 
im Fernrohr absieht) ist die, daß man das Fernrohr um einen 
Winkel qen/<^ g©??©" die Richtung der Lichtstrahlen neigen muß, 
um diesen ungehinderten Durchgang zu gestatten; qg„ ist die 
Geschwindigkeit der Erde senkrecht zum Lichtstrahl. Bemerkens- 
wert ist die Unabhängigkeit dieses Winkels von dem Mittel, , in 
welchem man beobachtet: er ändert sich nicht, wenn man das 
Fernrohr mit Wasser füllt [Airy*)]. Die Abweichung der Rohr- 
richtung von der Richtung nach dem gleichzeitigen Orte des Sterns 
ist aber keineswegs allein durch die Erdgeschwindigkeit bedingt, 
vielmehr überlagert sich dazu nocli ein Fü'ekt, welcher von der 
Bewegung der Lichtquelle abhängt, und der daher rührt, daß der 
Lichtstrahl von dem Orte herkommt, an welchem sie sich zur Zeit 
seiner Aussendung befand. Infolgedessen bildet der Strahl 
mit dar Richtung nach dem gleichzeitigen Orte einen Winkel, 
dessoi Größe durch die Geschwindigkeit der Lichtquelle senkrecht 

zum Strahl q«» bestimmt und zwar gleich ^ ist. Die Abweichung 

zwischen Femrohrachse und der letzteren Richtung hängt infolge- 
dessen, wie eine einfache trigonometrische Betrachtung zeigt, nur 
Yon der Belativgeschwindigkeit dm Erde zur Lichtquelle ab, und 
die Erscheinung der Aberratipn beweist deshalb nur, daß die 
Belativgeschwindigkeit sich im Laufe eines halben Jahres um den 
Betrag 2 (i^fe = 2 . 10*^ ändert, lehrt aber nichts über den Ber 
wegungszustand der Erde zum „Äther*'. 

Dopplereffekt. Eine zweite^ auch schon lange (seit 1850) 
bekannte Beobachtung dieser Art ist der Dopplereffekt. Wie sich 
spdctroskopisch durch die Verschiebung der Emissions- oder Ab- 
sorptionslinien im Spektrum der Fixsterne nachweisen l&ßt, wird 
die Schwingungszahl des Lichtes durch die der Entfernung 
parallele Komponente der Relativgeschwindigkeit zwischen Ehxle 
und Lichtquelle (qr) um den Faktor (1 -f- qr/c) geändert. Die 
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eUmeniare Erklärung dafftr ist, daß die Zahl der-Lichtwellen, 
welAe pro Zeiteinheit in unser Auge gelangen, Tergrößert wird, 
wenn wir nns ihr nähern, verkleinert, wenn wir uns von ihr ent- 
fernen. Das akustische Analogen dieser Erscheinung ist hin- 
reichend bekannt. — Der Dopplereffekt ist' von der größten 
Wichtigkeit für die Astronomie zur Erkennung der. in sehr ent- 
f nuten Doppelsternsystemen stattfindenden Bewegungen. Die 
Physik verdankt ihm den experimentellen Nachweis, daß die bei 
der Entladung in verdünnten Gasen auftretenden Kanalstrahlen 
bewegte Korpuskeln sind [Stark] ^^). Neuerdings ist es auch 
gelungen, ihn durch Bewegung eines Spiegels relativ zur Erde 
nachzuweisen [Galitzin] ii), 

Michelsüuscher 
Versu ^2). Bei allen 
bisher beschriebenen Ex- 
perimenten hängt der 
Erfolg von der ersten 
Potenz des Verhältnisses 
q c ab:* die tienauigkeit 
ist zu gering, nm über 
Glieder höherer Ordnung 
Rechenschaft zu geben. 
Im Gegensatz dazu han- 
delt es sich beim Michel- 
son sehen Versuch um 
einen Effekt zweiter 
Ordnung, (lerade hierauf beruht aeiue Bedeutung. Denn die 
anderen Beobachtungen konnte z. B. auch die Loren tzsche 
Theorie des ruhenden Äthers erklären; der negative Ausfall des 
M ic h eis on sehen Versuches dagegen zwang sie zu einer neuen, 
schon zur Relativitätstheorie hinüberleitendeu Hypothese. So 
wurde dieser Versuch geradezu der Fundamentalversuch für die 
Belativitätstheorie; wie man auch von ihm fast unmittelbar zur 
Ableitung der das Belativpxinzip enthaltenden „Lorentz -Trans- 
formation^ gelangt (§ G). Diese große Bedeutung mag eine ein- 
gehendere Beschreibung rechtfertigen; immerhin gestatten wir 
uns auch so noch vielerlei idealisierende Yereinfachungen. 

Zunächst denken wir uns den Apparat in Buhe. Der Licht- 
strahl L (Fig. 1 a) trüEt unter 45^ Einfallswinkel auf eine sehr 
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dtbine, halbdurclilässig versilberte Glasplatte P; er wird zum Teil 
gespiegelt, zam Teil hindurchgelassen. Der gespieg^te Stri^l 
trifft senkrecht auf einen Spiegel der andere ebenso auf einen 
Sjnegel ; Si und befinden sich in nahesa gleichem Abstände l 
von P. Beide Strahlen kehren dann auf den Wegen, auf welchen 
sie gekommen sind , nach JP zurück und erfahren hier wiederum 
Spiegelung und Brechung. Je ein gespiegelter und ein gebrochener 
Strahl überdecken sich jetzt und geben dabei zu luterferenz- 
erscheintuigen Anlaß, von denen man die eine in der Brennebene 
des Fernrohres F beobachtet. 

Fragen wir nach der Gestalt der Streifen. Für das Inter- 
ferenzph&nomen ist alles so, als w&re der eine der interferierenden 
Strahlen nicht an S^^ sondern an dem Spiegelbilde 8% von an 
P reflektiert. Da nach den obigen Annahmen zu parallel 
ist, sieht man das bekannte System von konzentrischen Ringen, 
■ wie es an planparallelen Platten entsteht. Dreht man aber den 
Spiegel Si ein wenig aus seiner bisherigen Lage heraus, so ver- 
schwinden die Planparallelitätsringe, dafür treten gerade, aqui- 
distante luterferenzstreifen gleicher Dicke auf, wenn man das 
Fernrohr auf 8% einstellt. Diesen Apparat bezeichnet man alz 
Michelsonsches Interlerometer. 

Denken wir nns nun diese Anordnung parallel dem Strahl 
PSj in Bewegung gesetzt und sie so eingerichtet, daß der Strahlen- 
gang relativ zu dem mithewegten System (Erde) der gleiche bleibt. 
Die Belativgeschwindigkeit des Lichtes Cr ist nach ijk) die Vektor- 
summe aus der Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum und der Erd- 
geschwindigkeit q; also in dem Falle, daß beide in der Richtung 
miteinander zusammenfallen oder einander entg^ngerichtet sind» 

Cr = c±q, 

im Falle, daß Cr senkrecht zu q steht, 



Cr = Vc» — ä». 

Die Strecke PS, = l wird also von P nach' & in der Zeit — ^ , 

umgekehrt in der Zeit durchlaufen, hin und zurück daher 

c 2 

in der Zeit 

'. = '(iT^ + S^)-3^ = V(^ + ^+.-) (13) 
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Die Strecke FS^ dagegen legt das Licht in beiden Richtungen in 
der Zeit ^ 

'. = ^,=VO + r^ +•••)• • -a*) 

zurück. Die DifEerens 

ist bestimmend für die Lap^e der Interfereiizniaxiniu und -minima. 
Dreht man nun den Apparat in seiner Ebene um 90®, so ver- 
tauschen die Strahlen PSj und l^S^ ihre KüUea , die Differenz 
ihrer Durch lauf uugszeiten wird also 

'.-«. = -i^- 

Es müssen sich daher bei der Drehung die Streifen verschieben, 
und zwar ist die Verschiebung, gemessen in Brucliteilen eines 
Streifenabstandes, gleicli der Änderung von {ti — ^2)» dividiert 
durch die Periode T des Lichtes, also gleich 

21 _ 2J_q* 

e r ~~ X c^* 

WO A = CT die Wellenlänge ist. 

Trotz der Kleinheit von g^ r^ (— 10— konnte die Genauigkeit 
des Versuehea durch Vergrößerung der Strecke 1 bis auf i^,2 . lO^cm 
{I I rund = 10^) schließlich so weit getrieben werden, daß ein Hun- 
dertstel der erwarteten Verschiebung hatte wahrgenommen werden 
müssen. Trotzdem zeigte sich keine Spur einer solchen : es ist durch- 
aus so, als pflanzte sich da-^ Liflit trotis der iieweguiii^ längs der 
Strecken i'iSj und jt^S^ stets mit der gleichen Geschwindigkeit fort. 

Sehr einfach würde dieser Sachverhalt erklärt durch die Idee 
von Ritz^s)^ daß die Lichtgeschwindigkeit von der Bewegung der 
Lichtquelle abhängt, wie die Geschwindigkeit des Geschosses von 

der des Geschützes. Doch verstößt die Durchführung dieses Ge- 
dankens sonst so ziemlich gegen die gesamte optisclie Erfahrung. 
Unmittelbar und mit größter Schärfe wird er zudem durch 
die spektroskopisclie BeobaclitunL' der Bewegung physisch ver- 
bundener Do})pelsterne widerlegt. Be^foht ein solcher etwa aus 
einem Zentralkörper und einem diesen umkreisenden Begleiter, so 
müßte nach dieser Annahme das Licht des letzteren von ver- 
schiedenen Stellen seiner Bahn mit verschiedener Geschwindigkeit 
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zur Erde gelangen. Bai der großen Entfernung, welche es dabei 
snrüdczulegen bat» bewirkten dann schon kleine Gesohwindigkeits- 
untenebiede erbebliobe Unterschiede In den dazu benötigten 
2ieit«n; es müßte dann h&ufig Tozkommen, daß wir den Begleiter 
an mehreren Stellen seiner Bahn gleichzeitig wahrnehmen. Tat- 
sftohlich liegt nicht die Spur eines derartigen Effektes vor^*). 

Andere Versuche über den Einfluß der Erdbewegung.* 
Nur nebenbei uoU liier erwähnt werden, daß Trouton und 
Noble^*) vergeblich nach einem von der Lorentz sehen Theorie 
vorausgesagten , zu q^/c^ proportionalen Drehmoment gesucht 
haben , welches ein geladener Plattenkondensator infolge der 
Bewegung erfahren sollte*). Ebenso ergebuislti- verliefen die 
Versuche einer Reibe von Physikern , eine Dopi)elbrechung der 
Körper, Änderungen der Rotationspuiarisation und des Spiege- 
lung»- und Brechungsvorganges als Folgen der Erdi)ewegung 
nachzuweisen. Nach Des Coudres^'') ist ferner kein Einlluü 
davon auf die Induktionserscheinungen, nach Trouton und 
Rankine^^) keine Änderung der Stromverteilung zu bemerken, 
wenn man eine Wheatstonescbe Brücke verschieden gegen die 
Erdgesch windigkeit orientiert. Die Liste der Experimente, bei 
welchen nach einem EinlluLj der Erdbewegung gesucht wurde, 
ließe sich sogar noch erheblicli verlängern. Bei keinem hat sich 
das Gesuchte beobachten lassen, und darin liegt die festeste Stütze 
für die Uberzeugung von der Existenz eines Eelativitätsprinzips. 
Freilich muß man ja bei der Verallgemeinerung negativer Er- 
fahrungen sehr vorsichtig zu Werke gehen; kann doch ein ein- 
ziger Versuch mit positivrai Ergebnis sie als unzulässig erweisen. 
. Dennoch stMzt sich der allgemeine feste GQauhe an die Gültigkeit 
der beiden Hauptsätze der Thermodynamik auch auf keine sicherere 
Unterläget als die Häufung gewisser negatiTer Erfahrungen, daß es 
nämBoh auf keine Weise gelingt, ein Perpetuum mobile erster 
oder zweiter Art zu konstruieren. Und wenn sich die Zahl der 
yollgültigen Experimente' in unserem Falle auch nicht mit der- 
jenigen Fülle genauer Versudie messen kann, die in den beiden 
Mideren Fällen vorliegt, so hililen sie doch immerhin schon eine 
Instanz von erheblichem Gewicht. 

*) Die Theorie dieses YenucheB kann ent später (in § 18) gegeben 
werden. 
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Dynamik des Elektrons. Zum Schluß müssen wir noch 
anf eine hoehinieresBante , wenn auch wohl noch nicht abge- 
schlossene Beihe Ton Tersachen über die Dynamik des Elektrons 
eingehen. In den Kathodenstrahlen bewegen sich bekanntlich 
die freien Atome der negativen Elektrisität, die sogenannten Elek- 
tronen. Dieselben bilden auch einen Teil der Yon radioaktiven 
Substanzen ausgehenden Strahlung (/^-Strahlen) und treten außer- 
dem bei der Bestrahlung von Metallen mit ultraviolettem Licht 
aus diesen heraus. Ihre Geschwindigkeit kommt in den jS-Strahlen 
nahe an die des Lichtes heran, doch kann man auch die bei' den 
Eathodenstrahlsn und denlichtelektrischen Vorgingen auftretenden 
Elektronen durch elektrische Felder bis über die halbe lAchU 
gesehwindigk^t beschleunigen (Hupka, Batnowski). 

Ein bewegtes Elektron repräsentiert eine elektrische Strömung; 
es ist gemäß dem Bowlan dachen Versuch von einem magnetischen 
Feld umgeben, dessen Starke mit der Geschwindigkeit wächst. 
Ändert man die letztere nach Größe oder Bichtung, so übt dies 
Feld eine der Selbstinduktion, eines StromeF; ähnliche Wirkung 
aus, welche sich als Widerstand gegen die Beschleunigung, d.h. 
. als Trägheit des Elektrons äußert, SO daß man diesem, auch wenn 
ihm wirkliche Masse fehlt, wie zurzeit allgemein angenommen 
wird, eine „elektromagnetische Trägheit" zuzuschreiben hat (§ 18). 
Nur ist diese Trägheit nicht einer skalaren Masse äquivalent. 
Vielmehr ist die Trägheit gegenüber einer Beschleunigung in der 
Bewegungsrichtung eine andere, als wenn diese auf der Ge- 
schwindigkeit senkrecht steht. Man unterscheidet deshalb die 
„longitudinale" von der „transversalen" Masse. 

Somit stimmen alle Theorien für die Dynamik des Elektrons 
überein, doch nntersclieiden sie sicli in quantitativer Bpzirhunf^r. 
Nach der Lorentzsclien „Absoluttheorie" ist, wie Alu nbam^^), 
Seil warzschild'^) und Sommerfeld^^) zeigen, die longitudi- 
uale Masse 

3 r 2 c- c , /c + q\l 

die transversale Masse 

nach dem Eelativitätsprinzip dagegen ist, wie wir in § 26 sehen 
werden : 
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m in 
fWi'= . .,1. '-— 8. Mt 5^ = ; 

m ist dabei die Tluhmasse des Elektrons. Nun erfährt ein be- 
wegtes Elektron sowoLl im elektrisclien als im magnetischeü 
Feld Kräfte, so daß mau seine Dynamik experimtiitell unter- 
suchen kann. Kaufmann^i), der zuerst an diese Versuche 
herantrat, konnte auch die Abhängigkeit der transversalen Tr&g^ 
heit von der Geschwindigkeit bei den ^-Strahlen uachweiflen. Zu 
ein«r Entsohaidung zwlflehen l>eiden Theorien reichte aber die 
Genauigkeit niclit aus. Auofa die sp&teren Versuche von 
Bucherer^s), Eatnowski*'), Hupka'«} und Neumann***) 
brachten keine völlige Entscbadung. Erst Sommerfeld'*^) 
und Guts che r^***) ist es durch IMskussion der überaus sorg- 
faltigen Ue^Bungen von Paschen'*^) an den Fdnstrukturen der 
Spektrallinien des Heliums, sowie durch Diskussion der Serien- 
gesetze der Bdntgenstrahlspektrallinien gelungen » für die die 
Atomkerne umkreisenden Elektronen die von der Relativitäts- 
theorie geforderte Abhängigkeit der Hassen von der Geschwindig- 
keit schlagend nachzuweisen 

Dies mannigfaltige Material soll nur zor Beurteilung der 
Relativitätsfrage herangezogen werden. Das Induktionsgesetz 
spricht für die HögUchkeit eines Relativitätsprinzips , denn nur 
von der relativen Verschiebung hängt die Veränderung des Inte- 

m 

grals j^rt^^ (innerhalb der dui'ch die Verauchsi^enauigkeit ge- 
zogenen (drenzen) ab. Das gleiche gilt für die Aberration und den 
Dopplereffekt, sowie für alle elektromagnetischen und optischen Er- 
Fcheiniingen auf der Erdoberfläche — mit Ausnahme des Fizeau- 
Bclien Versuches, welcher geradezu handgreiflich die Existenz eines 
ruhenden Äthers zu demonstrieren scheint. Auch können wir 
aus der Dynamik des Elektrons wegen der Veränderlichkeit der 
Trägheit jedenfalls den vSchluß ziehen, daß die klassische Mechanik 
und ihr Relativitiitspriuzip niclit all(,'einein gültig ist. Man er- 
kennt schon hier, daß es eine wissenschaftliche Tat ersten Ranges 
sein muß, diese so widerspruchsvoll erscheinenden Ergebnisse aus 
einem Gesichtspunkte heraus zu erklären ; mau darf sich aber 
auch nicht wundern, daß diese Tat tief in unser ganzes physika- 
lisches Weltbild eingreift und bis an die erkenntnistheoretischen 
Grundlagen dieser Wissenschaft rührt. 
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n. Die ntera lleorien der ElekMyiiAiiiik 

bewegter Körper. 

§ 3. Historische Übersicht 

Da die Helativi^tstheorie eine so tiefgeheode Wandlung in 
den GrundanBchaunngeii der Physik erforderlich macht, bedarf 
sie Tielleicht mehr wie andere Theorien des Beweises ihrer Not- 
wendigkeit. Nun kann natürlich jede physikalische Theorie ihre 
eigentliche Stütze nur in sich selbst und in der Bezugnahme auf 
die Tatsachen finden. Immerhin gibt es auch auf diosom Gebiet 
eine Art historischer Notwendigkeit, die in dem Fehlschlagen aller 
anderen Versuche liegt, zu einem befriedigenden Verständnis 
der Tatsachen zu cfelaiigen. Aus diesem Grunde wollen wir von 
den älteren Theorien der bewegten Körper wt-uiLTsteiis zwei vorher 
besprechen, die Hertz sehe Theorie und die Klektronentheorie 
von H. A. Loren tz. Wir wählen gerade dies© aua» weil sie vom 
Standpunkt der Kelativitätsfrago besonders interessant sind. Ver- 
sucht doch die eine von ilmeii das Kelativitätsprinzip der Mechanik 
auf die Elektrodynamik /u übertragen, wahrend die andere die 
Möglichkeit eines solchen l'rinzips von Grund aus leugnet. Unserem 
Zweck entsprechend müssen wir natürlich mehr ihre Mängel als 
ihre Vorzüge hervortreten lassen; darum soll zunächst auf ihre 
hohe Bedeutung in der Geschichte der Wissenschaft hingewiesen 
irerden« IHe Oedsnken, auf denen sie bemhen, lagen veit ntiier 
als die Grundidee der Relativitätstheorie; man wäre nie su der 
letzteren gelangt» wenn nicht auvor die Durobfuhrung der ersteren 
▼ersuoht und der Versuch als aussichtslci erkannt worden w&re. 
Zudem hat namentlich die Loren tzsche Theorie durch Einfahrung 
gewisser neuer fundamentaler Begriffe der Belativitätstheorie so 
vorgearbeitet, daß deren schnelle Entwiekelung vom groJSen Teil 
dieser ihrer Vorl&uferin zu verdanken ist. 

tia««t BflIaflTitilipilnilp. S. Anfl. o 
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Nicht nnerwälint darf bleiben, daß H. A.Lorentz 1904 eeine 
Theorie in Rücksicht auf den MicLelsonschen und denTrouton- 
Nobleschen Versuch so modifiziert hat, daß sie von allen Beob- 
achtungen Eecbenschaft gibt [in ihr tritt schon die „Lorentz- 
Transformation^ auf^)], und daß E.Cohn eine Elektrodynamik 
aufgestellt hat, welche, abgesehen von dem Fehlen einer Atomistik, 
dasselbe leistet^). Doch "wie^ dieser Mangel ang^esichts der Er- 
scheinungen der Stromleitungen in Elektrolyten und Gasen, der 
Kathoden- und Kadiumstrablen so schwer, daß die Cohn sehe 
Theorie nie weitere Verbreitung gefunden hat. Eine eigentliche 
experimentelle Entscheidung zwischen der erweiterten Lorentz- 
schen und der Relativitätstheorie ist dagegen wohl überhaupt 
nicht zu erbringen, und wenn die erstere trotzdem in den Hinter- 
grund getreten ist, so liegt dies hauptsächlich daran, daß ihr, so 
nahe sie auch der Relativitätstheorie kuuiint, doch das große, ein- 
fache, allgeTneine Prinzip mangelt, dessen Besitz der Reiativitäts- 
theurie von vornherein etwas Imposantes verleiht. 

§4. Die Theorie von Heinrich Hertz. 

a) Ruhende Körper. Ende der 80er Jahre des 19. Jahr- 
hunderts gelaugte eine große Epoche der Elektrodynamik zum 
Abschluß, indem Hertz die Haxwellsche Theorie experimentell 
bewies und sie auf das folgende einfache System TOn Qrund- 
gleichungen brachte*): 

(D rol(E = -i|5 (n) =1(^ + 3) 

(m) div'S:) = Q (IV) div^ = 0 

(V) (VI) fb = ^^ 

(vn) 5 = (g. 

Pazu tritt noch ein Ausatz für die Dichte der elektromaguetischen 
Energie: , . 

ur= i{ ((£!©) (vin) 

Als Grenzbedingungen für Unstetigkeitsflächen kommen die For- 
derungen hinzu, daß die Tangen tialkomponenten beider Feldstärken 

*) Wir liesehiränken uns auf itotrope, nicht permanent magne- 
tisierte und nicht ferromagnetische Kdrper. Wegen d«r Beseichnimgen 
und dee Kaßsyetems vgl. den Anbang. 
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(£ und ^ und die Normalkomponenien beider Venehiebniigeii 2> 
und ^ stetig sein sollen; sie sind durch Grenzübergang aus den 
Gleichungen (I) bis (IV) abraleiten. Nur wq elektrische Fliehen- 
ladung auftritt, hat die Normalkomponente von ÜD einen Sprung, 
deeeen Betrag gleich der Dichte dieser Ladung ist. In dieeen 
wenigen Zeilen ist der Inbegrifl aller elektromagnetischen und — 
wenn num Ton der Dispersion usw. absieht — auch optischen 
Erfahrung für ruhende Körper enthalten. Wir wollen sunachst 
einige allgemeine Schlüsse aus ihnm ziehen. 

Bildet man an beiden Seiten der Gleichung (IQ die DiTergens, 
80 findet man in Rücksicht auf (III) und i: 

|? + il,V3 = 0 (16) 

eine Gleichung, die wir nach ihrer hydrodynamischen Analogie 
als die Koutinuitatsgleichunj? der Elektrizität bezeichnen. 
Integriert man sie über einen Eauni, dessen Greuzfläclie ganz in 
Nichtleitern veriauitj so findet man mit Hilfe des Gauüscheu 
Satzes x: 

d. h. die in einem Bolchen Eaume enthaltene Elektrizitätsmenge 
ist zeitlich unveriuiderlich; das Gesetz von der Erhaltung der 
Elektrizität spricht sich darin aus. . 

An zweiter Stelle wollen wir eine nur die elektrische Feld- 
stärke enthaltende, auf homo^'ene, nicht geladene Nichtleiter 
= 0, 3 = 0) bezüi^liche Beziehiin;^' ahloiten. Vollziehen wir 
an (I) die Operation rot, so findet man in Berücksichtigung von 
Rechiiungsregel i' und Gleichung (Iii) und (VI): 

rtdrot^ = — ^/(g = — ^^^^^ — — "e^^^^* 

Dülereiitiiereu wir lerner (II) nach der Zeit, SO folgt gemäß (V): 

also gilt für die elektrieehe Fddstärke die Differentialgleichung: 

^<£-^|^ = 0 . (16) 

Gans entsprecliend leitet man fäi; die magnetische Feldstärke 

^«>-^-^i? = 0 (17) 

s* 
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ab. Diese für beide Feldstärken geltende DiHerentialgleichimg 
bezeichnet man bekanntlich als Wellengleichnng. 

Schließlich wollen wir noch das Energieprinzip für die 
Maxwellsche Theorie formulieren: Multiplizieren wir (I) skalar 
mit ^, (II) mit — d, so folgt durch Addition unter Berücksichtig 
gung von (V) und (VI): 

fö«£) -((g. r<am = - -f - mh 

nach Kechuongsregel ^ und (Vlil) kann man di^e Gleichung in 
die Form 

^ + i^^-^cdivmi = 0 (18) 

bringen. (9(5) ist hier die pro Zeit- und Volumeinheit erzeugte 

dW 

Joule sehe Wärme Q; 4* i^^) infolgedessen die Zunahme der 

g6Bamt«n Energiedichte pro Zütttnheii. Vergleicht man (18) 
unter diesem Gesichtspunkte mit der Kontinait&tsgl^ehung (15)| 
80 leuchtet ein, daß man den nPoiniingaohen Velctor" 

® =! c[(?^] (19) 

als die Dichte der Energieströmung deuten kann, in dem Sinne, 
daß <jnd*i die Energie ist, welche durch das Flächenelement d6 
in der Zeit 1 hindurchstrdmt. 

£ine periodische ebene Welle ist durch die Gleichungen 

0 ^ 27rv[^--I^[a?w(@«) + y<»s(@y) + #«w(©if)]]j' ^^^^ 
gegeben, wobei = ' 

ist; durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichuiif^en (I) bis (IV) 
sowie in (16) und (17) überzeugt man sicli, daß diese identisch 
«rfüllt sind. Die Vektoren (5, ^ und S liegen dabri -zueinander 

wie die die y- und die jer-Achse [vgL den Anhang unter a}Jj die 

c 

Welle schreitet mit der Geschwindigkeit fort. 

b) Bewegte Körper, Hertz ging aber sogleich einen 
Schritt über Maxwell hinaus, indem er nach den Grundgleichungen 
für bewegte Körper fragte. Wie schon erwähnt, ist seine Theorie 
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im gewiflsen Sinno dnaÜbertragang deA meeliftiU8e1ieiiBeialiYit&ii^ 
piiszips*)« Daraus folgt für die gesuchten Qleiclitmgen: Erstens 
dürfen sie ihreFonn bei eiser Galilei- Transformation des Koordi- 
natensystems nitht ändern, sweitens aber müssen sie in die 
Gleichungen für ruhende Körper übergehen, wenn wir TOn allen 
nach diesem Belati-ritatsprinzip. gleichberechtigten Systemen das- 
jenige der Betraclitun«^ zugrunde legen» in welchem der Körper 
gerade ruht Beiden Forderungen genügt es, wenn -wir an Stelle 
▼on (X) und (II) die folgenden Gleichungen treten lassen (ygL tf' 
und IV); 

ro«e = -|i = -~^{|^+ro<[S8q]} ff) 

ro«$===i(*+o)==^(^H-qdfi»® + ro<[1l)q] + 3} m 
oder nach der Definition der Differentiation ^ bsw. £, (TgL <f)z 

o 
o 

Die Gleichungen (TU) bis (VTII) bleiben unverändert. Bei der 
Ausführung einer Galilei-Transformation ändern sich die rechten 
Seiten von (I") und (II") überhaupt nicht, da die Integration über 
mit der Materie bewegte Flächen zu erstrecken ist und in allen 
Bessugssystemen zu denselben Werten führt; und das gleiche gilt 
von den linksstehenden Linienintegralen. Zugleich aber gehen 
die Beziehungen (V) und (II') offenbar, wenn man ein System, in 
welchem der Körper ruht (q = 0), zugrunde legt („auf Ruhe 
transformiert"), in die Mnxwpllschen Gleichungen über. In einer 
Hinsicht freilich gebt Hertz über das Relativitätsprinzip hinan?. 
Wir nahmen soeben stillschweigend an, daß sich die Körper als 
starre Körper und mit einer gleichförmigen, geradlinigen Ge- 
sehwindigkeit bewegen, Hertz aber legt der Geschwindigkeit q 
keinerlei Beschränkung auL 

c) Ber Wilson sehe Versuch. Prüfen vir diese Theorie 

zunächst an einigen der in § 2 aufgezählten Versuche. Nach (VXl) 
ist hier die treibende elektrische Kraft (S* nut der elektrischen 
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Feldstärke @ identisch; infolgedessen enthalt (I') bzw. (I") dag 
Induktionsgesetz. Die Übereinstimmung mit dcrn Experiment 
hört aber auf, wenn wir den Wilsonsobeii Verbuch erklären wollen. 
In Fig. 2 Süll <V]o schraffierte Fläclie oin Querschnitt des Dielektri- 
kums sein, Wülcheä bicli /-^\^schen den leitenden und durch den 
Draht D leitend verbundenen Platten Pj und mit der Ge- 
ßchwindigkeit q bewegt. Der Abstand der Platten ist l, die 
magnetisclio Feldstärke soll auf der Zeichenebene senkrecht stehen, 
und /war von unten nach oben weisen. Als mitbewegte Fläche, 
auX die wir die Gleichung (I") anwenden, wählen wir das vom 

Draht D und der materiellen Linie 
AB berandete Stück der Zeichenebene. 
Nach Ablauf d«r Zeit dt hat eich diese 
Linie um dxo Strecke qdt mak A'JB^ 
ver schoben; die Berandung ist jetzt 
durch den Draht D und den Liniffli* 
zug AÄ'S'B gebildet Die Flftehe bat 
sich also um qldt, der Induktions- 
fluß durob sie um TergtdDert; 
also ist 




Im stationären Zustande kann in dem 
Drahte D kein Strom fließen, ireil sich 
sonst der Kondensator immer TN eit«r 
aufladen müßte. Infolgedessen ist In D und ebenso auf den 
Linien ÄA' und BB' nach (YH) (S s= 0. Daher muß 



und nach (Y) zwischen den Platten eine elektrische Verschiebung 
vom Betrage - 

vorhanden sein, während im Inneren der Platten '£/ = 0 ist. Au 
den Platten tritt daher eine Unstetigkeit der Norniaikoinponenve iT'n 
und damit eine Flächenladung von der Dichte ^ | "-^3 auf. beob- 
achtet aber wurde (§ 2) nur die Dichte +(£ — 1) [Da 
f( s li sind ^ und $ nach (VI) identisch.] 



4 
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Sind die Platten und I'2 unendlicli duim , so ist es nach 
der Figur lür das Integral ^(&td 8 gleichgültigi ob sie, wie bisher 

angenommen, mben, od«r wi« m tataiclilidi bfli Wilftons Ymv 
. sucli geecbali, sicli initbeiregeD. Der dvroh ihre Lftdimg herror- 
gerufene EonvektionsBirom Terftudert xwar das magnetbebe Feld, 
aber nur um Beträge zweiter Ordnung in ^/c, welche wie hier» wo 
es sieh nur tun Berechnung von flelbet zu q/e proportionalen 
Betr&gen handelt» Temachlässigt werden können. 

d) Die Röntgen-EiclienwaldBch PK Versuche. Eine Ab- 
weichung ganz ähnlicher Art besteht zi,vischen dem Ergebnis der 
Röntgen-Eichen waldschen Versuche und der Hertzschen 
Theorie. Auf der rechten Seite der Gleichung (II') treten neben 

dem YerschiebnngaBtrom und dem Leitungsstroia d noeh die 

von q abhängigen Glieder j^vgl. (III)]: 

qdtt;jD=(>q und ro<£2)q], 

▼on welchen das erste in Übereinstimmung mit dem Bowland- 
sehen Vereiudi den Konvektionsstrom angibt, wihrend das zweite, 
welches man als die Dichte des Röntgens tromes beaeichnet, die 
Erklärung der Bö ntgen -Eichenwald sehen Experimente enthält. 

Bei der ersten dieser in § 2 erwähnten Anordnungen haben wir 
zwischen den Platten des Kondensators ein zeitlich und, wenn 
wir von den Komplikationen am Rande derl'latten absehen, auch 
räumlich unveränderliches elektrisches Feld; die Verschiebung jD 
j^teht, wie auch iä, senkrecht zu den Platten. Da die dielektrische 
Scheibe sich dreht, ist zwar die Geschwindigkeit räumlich ver^ 
änderlich; dennoch ist rot [jD q] = 0, da [^q] nur vom Abstand 
von der Drehungsachse abhängt und in der Richtung dieses Ah- 
standes liegt. Eine leichte geometrische Überlegung beweist dies. 
>\ur an der Grenzfläche springt der Vektor [3)q] unstetig von dein 
Werte, den er im Inneren hat, auf Null; da er an der Grenzfläche 
tangential ist, tritt ein Flächenrotor und dauiit ein flächenhafter 
Eöntgenstrom von der Dichte | [5) q] [ = , X i , q | = * | S ! J q J auf. 
Wir erwähnten oben, daß das Experiment dafür nur den Wert 
(e — 1) |(S I { q { ergeben liat 

Zur DiskusBion der zweiten Anordnung von Böntgen und 
Eichenwald stellen wir in Fig. 8 einen Schnitt durch den 
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Kondensator dar, welcher senkrecht zu jenem Durchmesser güluhrt 
ist, längs dessen die Kondensatorplatten geteilt sind (aber nicht 
durch die Drehachse geht). InfolgedessflH siebt man links oben 
und rechts unten negativ geUdene Flatienstücke, recbts oben und 
links unten positiv geladen.«. Links weisen die Vektoren (£ und S> 
uaeb oben, das Vektorprodukt [>Dq] somit senkrebbt mr Zdoben- 

3^ ebene naob binten; recbta 

bat es die entgegengesetzte 
^ + Bicbtnng. Der mit dt be- 

zeicbnete Pfeil gibt Infolge- 
dessen die Bicbtung des 
Bdntgenstromes l/erolpS>^i 
=t e/e rfA an. Nacb 
dem Versnobe bingegen ist 
seine Stärke bei ci'ef:'^ ebener Feldstarke S jproportiönal zu f — 1. 
Der Hertzschen Theorie widersprechen daher 'sowobl der 
Wilsonsche als die Röntgen-Eichenwaldschen Versnobe. 
(Die bier gegebene Erklärung ist nur eine erste Annäherung; 
denn wegen des Auftretens eines magnetischen Feldes als Folge 
des Röntgen Stromes ist [^q], also nach (I') auch rot nicht 
mehr gleich Null und (5 nicht mehr, wie angenommen wurde, 
räumlicli konstant. Da aber ^ selbst proportional zu q'c ist, so 
gibt dies nur einen Fehler zweiter Ordnung. Entsprechendes 
gilt für die Theorie des Wilson sehen Versuches.) 

e) Der Fizeausche und Michelsonsche Versuch. Daß 
die Hertzsche Theorie mit dem Fizeauschen Versuch im Wider- 
spruch steht, liegt nach dem Obigen auf der Hand und war auch 
ihrem Urheber bekannt. Besondora interessant ist aber ilire Stellung 
zum Mich elaon sehen Versuch. Das iiittel, in welcliem er ausge- 
iuLrt wird, ist natürlich Luft, die sich mit der Erde beweg-t; und 
da in einem Körper, der sich wie ein starrer bewegt, die elektro- 
dynamischen Vorgänge wie in einem rubenden verlanfen sollen, 
so erklärt die Hertzscbe Tbeorie in dw Tat das Ausbleiben der 
Streifenyerscbiebung. Ganz anders wäre es, wenn man ibn im 
Vakuum angestellt b&tte. Ancb dort muß man nacb Herts 
offenbar etwas Substantielles, den Ätber, Annehmen, um überhaupt 
entscbeiden zu können, ob eine Fläche sieb mit ihm bewegt Da die 
Erde relativ cum Ätbw nicbt mbt| so müßte man in diesem nicbt 
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verwirklichten Fallo beim Michelson sehen Versnch ein positive» 
Ergebnis finden. Diese Erkläruii«? ist aber trotz ilii vv eiii|jirischen 
IJnwidf I le^'bcu ktut liöchst unbefriedigend. Wir sind die Vorstellung 
gewohnt, daJü sich die Luft vom Vakuum elektromagnetisch nur 
sehr wenig unterscheidet, umsoweniger, je weiter wir sie Ter» 
dünnen. Nach Herts aber müßten hti immer weiter furtgne^asUar 
Verdünnimg Bdbet die leisten Gaereste tfir den Ausfall des Yer» 
fluobefl entseheidend sein, (Derselbe Einwand trifft übrigens auch 
die Cobnsehe Theorie.) 

f) Der IndnktionsTOrgang. Den Einfluß des Bewegangs» 
anstandes des Äthers zeigt anob eine n&bere Betrachtung der Induk- 
tion in einem Drabtkreise bei seiner Bewegung gegen einenlCagneten. 
Beobachtungstatsache ist, daß nur die relative Lageninderung in 
Frage kommt. Trotzdem Glächung (!')* wie erwAhnti damit in 
Einklang steht» sind es nach Herta wesentHch verschiedene Fille^ 
ob der Magnet allein oder die Drabtechleife aliein zum Äther be- 
wegt wird. Ln ersten Falle haben wir im Äther ein zeitlich 
Tariablee magnetisches Feld, welches nach (I) ein elektrisches Feld 
hervorruft. Im anderen Falle aber haben wir im Äther primär 
kein solches, sondern nur im Draht selbst [nach (I')], da dort daa 
Produkt [qö] von Null verschieden ist. Es gibt eben in dieser 
Theorie für den von Materie freien Raum wie für jeden ponde- 
rablen Körper ein ausgezeichnetes System, in welchem „der Äther 
ruht, und dies findet seine Begründung in der Tatsache, daß nicht 
die Oloichungen (T) nnd (II) (auch nicht für e == 1 , fi = 1)^ 
sondern nur (1') und (11') peiren eine Galilei-Transformation in- 
variant sind; ohne einen solchen Äther ließe sich die Theorie für 
Häome außerhalb der Materie überhaupt nicht anwenden« 

g) Die Erhaltung des Impulses. Aber noch aus anderen 
Gründen braucht Hertz einen substantiellen Träger für das elek- 
tromagnetische Feld im ^'akuum. Es zwingt dazu die endlich» 
Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wirkungen in 
Verbindung mit dem Impulssatz der Mt cluiuik, welcher seinerseits 
nach § 1 eine notwendige Folgerung aus dem Energie- und dem 
Relativitätsprinzip der Mechanik ist. Geht nämlich von einem 
Körper Ä eine elektromagnetische Wirkung, etwa ein Lichtstrahl, 
ans, 80 erfährt Ä im allgemeinen eine Kraft, beim Licht den 
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durch den Versuch nachweisharen Lichtdruck. Es ändert sich 
daher sein Impuls. Bis ein anderer Körper B von dieser Wirkung 
erreicht wird, köntinii beliebig lange* Zeiten vergehen. Bis dahin 
tritt an pouderablen Ivorpern sicherlich kein Äquivalent für die 
Impnlsänderung von A ein. Soll dennoch der Impulssatz gelten, 
80 muß offenbar außerhalb der pouderablen Materie ein Zwischen- 
medium vorhanden sein , welches vom Feld Kjäfte erfährt und 
infolgedessen sofort die nötige Kompensation für die Inipuls- 
änderung von A liefert. Dies geht auch tatsachlich aus dem 
Hertz sehen Ansatz für die ponderomotorische Kraft hervor. Er 
führt nämlich die pro Volumeinheit wirkende Kraft 5 (n Kraft- 
dichte") auf den Maxwellschen Spannungstensor p vermöge der 
Gleichung 

Mttp (IX) 

zurück, dessen Komponenten die Werte 

Pxv = Pyz = — i (SyX), + + ^v53, + $,53,r) 

usw. haben *). Die Dnrchrechniing ergibt eine resnllierende Er&ft 

15 [6^] auf das Vakuum**). Damit aber erbllt die 

Frage nach den mechanischen Eigenschaften des Äthers einen 
Sinn, da sie mit der erwähnten Kraft zusammen die Bewegungen 
des Äthers bestimmen, welche für die Anwendung der Gleichungen 
(1') und (II') von Wichtigkeit Bind 2). So wird die Theorie ins 
Unendliche kompliziert, ohne daii dem irgend etwas Beobachtbares 
entspräche. 

Man sieht schon aus dieser kurzen Darstellung, daß der Ver- 
such, das lielativitätsprinzip der Mechanik auf die Elektrodynamik 
7A\ übertragen, aus empirischen Gründen und solchen, die in der 
Theorie selbst liegen, als miUglückt anzusehen ist. 



*) Da sieb daa dielelctrisclie Verhalten der Körper bei einer 
Deformation ändert, so treten f^enau geuomnieu nocli gewisse kleine, 
aber in ihren Wirkungen gelegentlich doch beobachtbare Zusatzi^lieder 
binsn [vgL EneyUop. d. maUi. Win. Y, 13, Kr. S2 u. 28 (ß* A* Lorentz) 
und y, 15, Nr. 3 u. 4 (F. Poekels)]. Wir sehen ün IntereMe der 
Einfachheit von ihnen ab. 

**) VgL § 15, Anm. & 97. 
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§5. Die Elektronentheorie. 

Die Elektronentheoria ^) ist das Ergebnis der folgenden drei 

Oedanken : 

1. Die Elektrizität ist atomistisch konstitoiert. 2. Elektro- 
niAgnetische Felder werden nur von Elektronen erregt und wirken 
nur auf Elektronen; sie haben ausschließlich im Äther ihren Sitz. 
Die wägbaren Körper kommen nur in zweiter Linie in Betracht, 
insofern sie Elektronen enthalten *). 3. Der Äther ist ein 
alles durchdringender, starrer Körper und definiert so 
ein ausgezeichnetes System, auf welches die Feld- 
gleich nn gen 7 IT heziehen sind. 

I>it3 !'( 1(1 ichuncren selbst gelien aus den Maxwellschen 
hervor, wenn man die Dielektrizitätskonstante £ und die Permea- 
bilität fi gleich 1 setzt und an die Stelle des Leitungsstromes 3 
den Konvektionsstrom der Elektronen treten läßt. Die Elek- 
tronen werden in manchen Teilen der Theorie als starre Kugeln 
gedacht, doch ist in vielen anderen Teilen keine Annalnu^ über 
ihre Gestalt nötig. Dire Ladungsdichte g denken wir zuuachst 
als stetige Funktion des Ortes; zu Unstotigkeiten kann man dann 
noch iuimer durch (irenzübergäuge gfiaiigeu. Übrigens ist Satz 1 
für die Relativitätsfrage unwesentlich. Der Begriff „Elektron" 
"wird auch in der Belativitatstheorie beibehalten. Wo diese Theorie 
mit der BelatiTltatstheorie in Widerspruch gerät, werden wir sie 
deshalb in Hinblick auf Sats 8 als „Absoluttheorie** davon 
unterscheiden. 

Nimmt man die erwähnten Veränderungen an den Gleichungen 
bis (Vm) yor» so findet man: 

da) rc^(£==-i^^ (na) r.*$ = i(^+^q) 

<ina) dw(^=zQ (IVa) (1w^ = 0 

TT z= 1 (i£2 _j_ ^2) (YlUa) 

*) Vielfach ist es üblich, den Ausdruck »Elektron" auf die von 
den Atomen der Materie freien Elementarquanta einzuschränken, 
welche uns negativ geladen in den Kathodenstrablen entgegentreten, 

und deren positives Gegenstück sich bisher nicht hat nachweisen lassen. 
Wir setzen uns über diese für die mathematisolie Theorie unweBentliche 
UnterscheiduDg hinweg. 
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Pazu tritt noch der Ansatz für die auf tiie \ oiuliieinheit bezogene 
pouderomotoriscbe Kraft (die Kraftdichte): 

5=9(e + ^h€>]) ....... (ix»> 

Er ist von den obigen Gleicliiingen nur zum Teil unabhängig, 
weil er mit ihnen zusammen dem Energieprinzip genügen muß 
(vgl. § 15). Man siebt an dem Faktor daJÜ der freie Äther keine 
Kraft erfährt. 

Wir wollen aus diesen Gleichungen hier nur zwei Folgerungen 
ziehen; alles andere verschieben wir auf § 14 u. f. Zunächst ist 
nach (16) und (17) klar, daß für die Anphroitung emea elektro- 
magnetiächen Feldes im Vakuum die \V eliengieichung 

^9—^^ = 0 ....... (22) 

gilt, wo unter (p Jede der drei Komponenten von @ oder ^ ver- 
standen werden kanu. Zweitens gilt in Analogie zu (lö) die Kon- 
tinuitätsgleicbung 

^-{■dh{Q(i) = 0 (23) 

In dieser Form giH sie an, wie in einem im Raum festen Punkt 
die Änderung der Dichte mit dem Eonvektionsstrom zusammen- 
hängt. Wollen wir dagegen ein bestimmtes Elektron auf seinem 
Bahn verfolgen und fragen, wie sich die Ladung eines seiner 
Yolumenelemente ÖV mit der Zeit ändert, so müssen wir nach 
Gleichung Q und q' des Anhanges auf dessen Bewegung Rücksicht 
nehmen. Wir finden nach den genannten Gleichungen aus (23): 

£=|^ + dinvq) 0. 

Infolgedessen nach, Gleichung 

^ = 0 (24) 

Jedes Volumelement 9V des Elelitrons und ebenso das ganze Elek- 
tron behält seine Ladung unverändert bei 

Diese Gleichungen Termögen alle Beobachtungen, hei welchm 
nur einzelne Elektronen, gehunden unter Umständen, an einige 
wenige Atome vorkommen, befriedigend zu erklären*). Z.B. wird 
die Ahlenkharkeit aller Kozpuskularstrahlen im magnetischen Felde 

*) Über die Dynamik des Elektrons vgl. §2. 
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durcli das Auftreten des Gliedes -~-[q^^] in (IXa) gedeutet. Um « 

aber die fllektrodynamik der ponderablen Körper zu begründen, 
braucht man noch Annahmen für die Krältci welche die £iek- 
tronen toh aeiteo der Atome erfahren. Ifail unterscheidet zwei 
Arten, Leitung^- und Polarisationselektronen« Die ersteren be- 
wegen sich frei zwischen den Atomen mit derselben mittleren 
Idnetischen Energie wie die Atome selbst. Nur wenn ein elektro- 
ma^etischer Antrieb auf sie wirkt, wächst die Energie über dies 
Haß, doch wird der Überschuß nie erheblich, weil die Zusammen- 
stöße mit den Atomen im Sinne des Ausf,'leichs wirken und dalirr 
nach Art eines Widerstandes gegen geordnete Bewegungen der 
Elektronen in Rechnung gezogen werden können. Aus diesen 
Vorstelluncfen folgerte Drude, daß sie nicht nur die Träq^or des 
elektrischen Stromes pind, sondein mich den Temperaturaufii?l<'ich 
zum überwie^feudeu Teil verniittelu; er konnte so z. B. die au 
vif Inn Metallen beobachtete Proportionalität zwisclien der elek- 
trischen und der thermischen Leitfähigkeit theoretisch ableiten. 

Die Polarisationselektronen hingegen haben Gleichgewichts- 
lagen in den Atomen und werden nach diesen durch „quasi- 
elastische", d.h. der Klangation proportionale Kräfte zurückgezogen; 
unter ilireiu EiuÜuü können ßie periodische Schwingungen aus- 
fuhren, deren Strahlung (jedes beschleunigte Elektron strahlt 
Energie aus) wir in den Spektrallinien vor uns haben. Außer 
4er durch die Ausstrahlung bedingten Dämpfung muß allerdings 
nodi eine andere» vielleicht kinetiMih sn deutende B«bung nn* 
genommen werden« 

IGt diesen YorsteUungen kann man die elektrisch-optaschen 
Eigenschaften der Nichtleiter qualitativ befriedigend erklären. Die 
Existenz einer von 1 verschiedenen Dieldctriiitätskonstanten ist 
die Folge des elektrischen Moments, welches die Atome unter dem 
Einfluß der Feldst&rke durch die Verschiebung der PoIarisationB- 
elektronen annehmen» die Dispersion und selektive Absorption 
werden auf die Resonanz der Eiektronenschwingiingen zugeführt; 
namentlich die Anomalien, welche in den der Eigenschwingong 
benachbarten Spektralbereichen auftreten, kommen ungezwungen 
heraus. Eine epochemachende Bestätigung fanden diese Anschau** 
ungen ferner in der Entdeckung, daß sich die Spektrallinien im 
Kagnetfeld aufspalten. Den einfachsten Fall dieses nach seinem 
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Entdecker benannten Z eem an -Phänomens konnte Lorentz ohne 
weiteres thooretiscli deuten. Aber aucli bei den später entdeckten, 
komplizierteren Zerlegiingen ist der Zusammenliang mit den Elek- 
tronen, wie wir sie in den Kathodeiutrahlen vor una haben, 
zweifellos f e s t ^ t eilt 

Doch eb wurde zu weit führen, wollten wir flif üründe andi 
nur einigermaßen vollzählig hier aufführen, aus denen hervorgeht, 
daß die Elektronentheorie an Wahrheitswert der Maxwellschen 
weit überlegen ist. Dagegen darf nicht verschwiegen werden, 
daß sich ihrem weiteren Ausbau gerade von selten der Elektro- 
dynamik poiuiciabler Körper erhebliche Schwierigkeiten in don 
Weg stellen. Zunächst ist die Theorie der metallischen Leitung 
keineswegs mit allen einschlägigen Beobachtungen in Einklang 
gebracht, und bei den Dielekb^ken l&ßt die quantitative Über» 
«iuBtinunang mit der ErfiJkrniig ebenfaUs nodi zu wftnschea 
übrig. Qftr niehi aufgeklärt ist, wie man rieh das Nd>eii«inaiider^ 
bestehen der Tielen Spektrallinien denken soll, welche uns die 
3pektra der Gase zeigen, noch weniger, wie wir die ein&chen 
Gesetze zwischen den ßchwingungszahlen aller einer Serie aa- 
gehdrigen Linien, die Beziehungen zwischen versehiedenen Serien 
desselben chemischen Elementes nnd zwischen analogen Serien 
verschiedener Elemente zu deuten haben. Aach ist noch keine 
befriedigende Theorie des lEagnetismus auf elektronentheoretischer 
€bnndlage gegeben worden. Einleuchtend ist nur, daß die 
Magnetisierbarkeit auf kreisende Bewegungen der Elektronen in 
. den Atomen nach Art der Ampöreschen Uagnetismushjpothese ' 
zurückgeführt werden muß; die Proportionalität aber zwischen 
der magnetischen' Feldst&rke und Verschiebung ist noch nicht 
erklärt. 

So rastlos gegenwärtig auf diesen Gebieten gearbeitet wird, 
so ist doch trotz mancher Einzelerfolge schwer ZU sagen, wohin 
die Fahrt eigentlich gehen wird'"). 

*) Keuerdinf^s ist von verschiedenen Seiten angeregt worden, man 
aolle die Wellentheorie des liehte« durch eine atomistische (Licht- 

quantoTt-) Theorie ersotzpn, was eine Aufgabe odpr 7utti mindpst^n 
eine wesentliche Veriinderung' der Feldgieicbungeu fla) usw. erforderte. 
Doch scheinen die Gründe dafür nicht schwerwiegtiud genug, um die 
sehr großen en^egenttehenden Bedenken zu überwinden'). Über die 
Theorie der Dielektrika und des Hagnettamus siehe Debye, Weiß 
und Langevin")* 
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Zum Glück sind diese Mängel der Elektrodynamik 'ruhender 
Körper für die Relativitatsfrage von geringerer Bedeutung, 
werden uns zur Begründung einer Elelftrodynamik der heweq-ten 
Körper damit bejrnüf^en , die Max well scben Gleicliuii^:» n mit 
Diplcki lizitatskone^taiite und Permeabilität anzuwenden, solange es 
Bich um im engeren Sinne elektromagnetische Erscheinungen bei 
ponderablen Körpern handelt, und bei optischen Problemen als 
einzifre Abänderung (1=1 und für £ dio Wurzel aus dem 
Brecliuiigsindex zu setzen, wie er für dir ])etreffende Schwingungs- 
zahl gemessen ist. i'ür die Dynamik des Elektrons aber, die 
Wechselwirkungen verschiedener Elektronen aufeinander und ähn- 
liche aiomisiische Probleme, sowie für die Elektrodvnamik des 
leeren Baumes bilden die Crleichuugen (la), (IIa) usw. die zu- 
Terlassige Grundlage. 

Wir müssen nun noch die Stellung der Elektrouentheorie zur 
Belativitätsfrage ins Auge fassen. Nach dem dritten der grund- 
legenden ^ätze (S. 43) ist es klar, daß sie die £elativit&t der 
«IflkiTOiiiegnetiBcheii Vorgänge im Friniip leugnet. Gerade durch 
die ünbeweglichkeit dee Äthers erkl&rt de, und swar qoentiiatir 
rieliiig, den Fr es sei flehen UitfQlirangskoeffizienten, den Wilson- 
seilen nnd den Röntgen-Eichenwaldschen VerBncli. üm so 
bemerkenswerter ist, daß die absolnte Bewegung gegeneinander 
mhendw Körper erst in Gliedern zweiter Ordnung in ihre Formeln 
eingeht Alle Versuche fiber die Erdbewegung, welche das Fehlen 
eines Einflusses erster Ordnung «eigen, konnte H..A. Lorents 
(1896) in seinem berOhmten , Versudi dner "Dieorie der elektrischen 
nnd optischen Erscheinungen in bewegten Körpern* deuten. Nur 
der Hiehelsonsche Versuch blieb nnerld&rt; denn daß die mit- 
bewegte Luft nicht als Ghrund für das Ausbleiben der Streifen- 
Terscfaiebung herangezogen werden darf, folgt aus dem von 1 kaum 
Terschiedenen Wert ihrer Dielektrizitätskonstanten ; im Sinne der 
Elektrouentheorie beweist er nämlich , daß ihre Molekeln elektro- 
magnetische Vorgänge nicht erheblich beeinflussen. 

Später kam als Gegenbeweis noch der Trouton-Noblesche 
Versuch hinzu. Diese beiden Experimente ließen die Relativitats«- 
frage rieht zur Enhe kommen. Immerhin blieb das Vertrauen 
zu den Feldgleichungen so stark, daß man nicht an ihnen, sondern 
an der Kinematik und Mechanik zu reformieren begann, indem 
man auch für sie einen physikalischen Einfluß der absoluten Be- 
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Egling annahm, welcher den Einfluß auf die Elektrodynamik 
Iferade kompensieren sollte. Nach diesem Standpunkt, auf 
welchem die in § 3 erwähnte Lorentzsche Arbeit vom Jahre 1904 
steht, gibt es daher einen Äther, doch bleiben die physikalischen 
Einwirkungen der „absoluten*^ Bewegung gegen ihn stets uner- 
kennbar. Genau umgekehrt verfährt die Relativitätstheorie. Auch 
sie behält die Elektrodynamik bei, ordnet aber beide Gebiete 
«incm Relativitätsprinzip, und zwar demselben unter. M?n wird 
wohl kaum umhin können, das letztere Verfahren als das weit 
befriedigendere zu bezeichnen; denn es widerspricht allen ci- 
kenntnistheoretischen Prinzipien, einem Körper ])l)ysikalische 
"Wirklichkeit zuzusprechen, wenn er niemals nachfx^ ^^ it^aen werden 
kann. Dies Urteil wird noch dadni cli bestärkt, daß die Lorentzsche 
Theorie an vielen Stellen der Mechanik Abänderungen vornehmen 
mußte; es blieb A. Einsteins grundlegender Arbeit „Zur Elektro- 
■dynamik bewegter Körper" im 17. Baude der Annalen der Physik 
{1906) vorbehalten, durch eine tiefgreifende Kritik des Zeit* 
hegriffes bis zu dem entscheidenden Punkt vorzudringen und 80 
<iea Bätsels Lösung auf einen Schlag zu bringen. 



ID. Die Relativitätstheorie, kinematisclier Teil. 

. § 6k Die Lorenti-TroiiBfoniiatioii« 

Das Belativitfttsprinsdp behauptet: Man kann ans der Ge- 
samtheit der Naturerscheinungen durch immer weiter 
Ifesteigerte Annäherung immer genauer ein Besugs- 
system x, y, i bestimmen, in welchem die Naturgesetze 
in bestimmten, mathematisch einfachen Formen gelten. 
Dies Bezugssystem ist aber durch die Erscheinungen 
Iceineswegs eindeutig festgelegt. Vielmehr gibt es eine 
4reif ach unendliche Manniglaltigiceit gleichberechtigter 
Systeme, welche sich gegeneinander mit gleichförmigen 
Oeschwindigkeiten bewegen. 

Aus diesem Prinzip wollen wir die Transformatione- 
H^leichungen ableiten, welche Yon einem berechtigten Bezugssystem 
2U einem anderen führen. Wir bedürfen dazu der Kenntnis 
irgend eines Naturgesetzes; welches wir auswählen, muß prinzipieU 
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gleichgültig sein. Gelangte man nämlich hei verschieden or Wabl 
zu verschiedenen Resultaten, so wären nicht alle Gesetze derselben 
Transformation gegenüber inivpränderlich, das Relativitätsprinzip 
also falsch. Am pinfachsttn sind offenbar solche Gesetze, die sich 
auf physikalische Vorgange im leeren Raum beziehen. Denn bei 
den anderen geht die Geschwindigkeit der Materie zum Bezugs- 
system in ihre mathematische Formulierung ein und muß bei einer 
Transformation mit transfoi iiiu i t werden; im Vakuum aber, wo 
wir nichts lkwegtes kennen, fallt diese Komplikation fort. Wir 
kennen nun zwei verschiedene Wirkungen, welche sich durch das 
Vakuum fortpflanzen, die Gravitation und die elektromagnetischen 
Vorgänge. Von der Ausbreitung der ersteren wissen wir nicht« 
weiter, als daß ihre Geschwindigkeit selbst gegen die astronomisclien 
Geschwindigkeiten sehr groß ist. Daß sie großer die des 
Lichtes wäre, wird zwar vielfach behauptet, findet aber in der Er- 
fahrung keine Stützpunkte. Um so besser kennen wir das Gesetz 
der Lichtfortpflanzung im Vakuum, ist doch durch den Mich eis <5n- 
8chea Versuch mit einw bei sonstigen physikalischen Messungen 
kaum erreichten Genauigkeit festgestellti daß sie, bezogen anf aUe 
Systeme, naeh' allen Bicbtnngen gleicbmäßig erfolgt Wir fStgen 
als eine Aber den experimentellen Befand hinausgehende, aber 
Tom Belatiyit&tspriiiidp notwendig geforderte Annahme hinzn, 
daß die Lidii|feschwindigkeit in allen Systemen denselben Wert 
c ^ 3 . 10^* cm see^^ hat. Dies Gesetz legen wir der. folgenden 
Betraehtnng zugrunde. . , 

Betrachten wir imn&ehst ein Beispiel* Von einem materiellen 
Puiikt A, welcher in einem berechtigten B^ngssystem K im 
Anfangspunkt der Koordinaten ruht, geht sur Zeit i = 0 ein 
kurzes lichtsignal nach allen Seiten aus. Zur Zeit i>0 liegen 
die das Signal empfangenden- Punkte auf einer Kugel, deren 
Gleichung lautet: o , , o 

Zwei im gleichen Abstand von Ä befindliche, mit ihm auf einer 
Geraden liegende, ebenfalls in K ruhende materielle Punkte B 
und C erhalten das »Signal, demnach gleichzeitig» d. h. für den- 
fieiben Wert von t. 

Denselben V organg bezieben wir nun anf ein anderes be- 
rechtigtes System, K\ welches sich zum ersteren mit der Ge- 
schwindigkeit V in der Richtung BV bewegt. Die materiellen 
Lau«, BeUtlTiiatapriBslp. S. Anfl. ^ 
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Paukte Ä, Bf C haben dann ic 7^ ' die Gesell windigkeit V parallel CB^ 
Die Anfangspunkte der Koordinaten z\ y', ' sowie der Zeit ^ 
können wir oifenbar so festlegen, daß das Lichtsignal zur Zeit; 
1* = 0 im Anfangspunkt 0 der gestrichenen Koordinaten vom 
materiellen Punkt A ausgesandt -wird. Nach Ablauf der Zeit ^ 
-werden alle Paukte der Kugel 

-vom Signal erreicht. Da aber A sich inzwischen aus 0 um die 
Strecke v i! bis nach Ä entfernt hat, so gibt es keinen Wert für 
den die von A gleich weit entfernten materiellen Punkte B und C 
auf einer derartigen Engel liegen ; sie werden also nicht gleich- 
seitig vom Signal erreicht, vielmehr 
trifft dies, wie auch die Fig. 4 zeigt, 
in 0 früher ^ als in B, weQ 0 der 
Lichtkngel entgegen-, B aber vor 
ihr fortUufi Zwei Ereignisse^ 
welche im SystemiC gleiohsottig 
sind, sind es also im System 
im allgemeinen nieht. Die iden*' 
tische lYansf ormation für die Zeit^ 
welche einen Teil der Galilei-Trans- 
formation bildete, kann hier nicht 
aufrecht erhalten bleiben. 
Dies nötigt uns, den Begriff der Zeit einer kritischen Be- 
trachtung zu unterziehen. Wir messen die Zeit an einem Ort 
mit Uhren, brauchen dabei aber nicht an die gebräuchlichen 
mechanischen Instrumente zu denken, bei welchen die Periode 
elastischer Schwingungen als Zeitmaß dient, sondern wir können 
die Zeit an dem Fortschreiten jedes physikalischen Vorganges 
ablesen, wenn wir nur seine Ursachen so genau beherrschen, dal^ 
keine unbekannte oder quantitativ unkontrollierbare Ursache mit- 
wirken kann. Derartige vollkommen gleiche Uhren stellen wir 
uns an verschiedenen Stellen des Baumes, alle in einem und dem- 
selben berechtigten System K rnhend, auf. Dann ist die Gleich- 
heit des Zeitmaßes für alle diese Orte gewährleistet. Um aber 
zu einer für das ganze System K einheitlich definierten Zeit zu 
gelangen, müssen wir noch die Uhren synchron steUen, d. h. die 
Nullpunkte ihrer Zeitangaben in passende Beziehung zueinander 
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setzen. T^ryax verhilft uus die Forderung, daß im System K die 
Lichtgescliwiiidigkeit den Wert c haben soU, und zwar unab- 
hängig von der Straldrichtung. Haben zwei Uhren die Ent- 
fernung l voneinander, so soll nämlich die Zeitangabe der ersten 
beim Ablassen eines Lichtsignales von ihrem < Jrte uiul die Zeit- 
angabe der zweiten bei seinem EintreHen an ihrem Orte um 
den Betrag l/c differieren. Diese Definition fuhrt nicht zum 
Widerspruch mit sich selbst, wenn man die Uhren auf verschiedene 
Arten paarweise zusammenfaßt» Sind nämlich die Uhren in den 
beliebig gew&hlten Pankten B und 0 mit der in einem beliebigen 
dritten Punkt A synehron gestellt, und senden ith Ton Ä aar 
Zeit 0 ein lichtsignal nach welohes Ton dort oliie Zeitverlust 
nadb C nnd dort ebenso nach A xarück weitergegeben wird, so 
ist die Zeit seiner BUckkefar iA = l/c{AB -]-BC-\- CA), da es 
die Strecke AB + BC+ CA dnrcblanfen hat. £s hat nach der - 
Voranssetsnng des Syncfaronismns d«t Uhren in A und B den 
Punkt B ermcht, als die Uhr in B die Zeit is = AB/e wies, 
und wegen des Synchronismus der Uhren in A und C den Ponkt 0 
yerlassen, als die Uhr in C die Zeit tc = iA — AC/e anzeigte. 
Beim Abgang des Signals^ in B und bei seiner Ankunft in C 
besteht also swischen den Zeitangaben der Uhren in C und B 
die BüTarens ic — is = BC/c, d. h. die Uhren in B und C gehen 
auch miteinander syndiron. — Gleichzeitig sind Ereignisse, wenn 
sie sich bei gleicher Stellung der an ihren Orten befindlichen 
Uhren abspielen. 

Daß man so für jedes berechtigte System su einer besonderen 
Zeit kommt, durch die es sich von den anderen berechtigten 
Systemen unterscheidet, zeigt schon das obige BeispieL Darin 
liegt gerade die Kühnheit und die hohe philosophische Bedeutung 
des Ein stein sehen Gedankens, daß er mit dem hergebrachten 
Vorurteil einer für alle Systeme gültigen Zeit aufräumt. So ge- 
waltig die ümwälzunfT auch ist, zu welcher er unser ganzes 
Denken zwingt, so liegt doch nicht die mindeste erkenntnis- 
theoretische Schwierigkeit in ihm. Denn die Zeit ist wie der 
Kaum in Kants Ausdrucksweise eine reine Form unserer An-^ 
schauung; ein Schema, in welches wir die Ereignisse einordnen 
müssen, damit sie im Gegensatz zu subjektiven, in hohem Maße 
zufälligen Wahr Tieiimungen objektive Bedeutung gewinnen, und 
damit eine der Bedingungen für die Möglichkeit von objektiven 

4* 
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Erfahrungstatsachen. Diese Einordnung kann nur auf Grund 
• der empirischen Kenntnis der Naturgesetze vollzoj?en werden. Ort 

und Zeit der beobachteten Veränderung au eiucia Himmelskörper 
z.B. kann nur auf tiruiid der optischen Gesetze festgestellt werden. 
Da-ü zwei verschieden bewegte Beobachter, wenn jeder sich selbst 
als ruhend betrachtet, diese Einordnung auf Grund derselben 
Katurgesetze vecdchieden vornehmen , enthält keine logische Un- 
möglichkeit. Objektive Bedeutung haben beide Einordnungen 
deiuM>ch, dft Bloh aus jeder von ilmen vermittelst i.w abznleitendep 
Traaef ormatioziBf ormeln die für anderB bewegte Beobaohter gültige 
eindeutig ableiten Mt 

Man denke Bich z.B., awei AatFOnomen auf TerBchiedenen 
gegeneinander bewegten Himmelskörpem könnten mitdnander in 
GedankenanstauBcb treten. Sie würden feBtsteUen, daß Bie für 
alle astronomischen Ereignisse wesentlich TerBcbiedene Zeitangaben 
machen; und dies, trotsdem sie (wie wir annehmen wollen) dabei 
dieselben physikalischen Grondsätse anwenden, allein aus dem 
Grunde, daß jeder sich selbst als ruhend annimmt. Damit aber 
liefe der ganze Streit zwischen ihnen auf ^e Fri^e hinaus, wer 
' Ton baden mit seiner Annahme recht hat Nach dem Belativi- 
tätsprinzip ist dies nnentscheidbar, beide Annahmen sind ydHig 
gleichwertig. Die Zeitangaben beider beraehen sich eben auf Tcr- 
Bchiedene Systeme. IGt dieser länsicht und mit Hilfe da* Trans* 
f ormationsgleiehungen muß der.Nachweis gelingen, daß beide Arten 
der Zeitbestimmung durchaus dasselbe aussagen, indem de sich 
Töllig ineinander umrechnen lassen, 

Anch die Frage der Längenmessung 'bedarf jetzt einer kri- 
tischen Untersuchung. In dem Bezugssystem, in welchem ein 
Eoiper ruht, wird man seine Länge in irgendeiner Richtung 
einfach durch einen angelegten, im gleichen Bezugssystem ruhen- 
den Maßstab bestimmen. In einem änderen Bezugesystem aber, 
gegen das sich der Körper bewegt, mißt man ihn so, daß man ihn 
über einen in diesem Bezugssystem ruhenden Maßstab hinweggleiten 
läßt und zusieht, mit welchen Teilpunkten des Maßstabes die beiden 
Enden des Körpers gleichzeitig zusammenfallen; deren Unter- 
schied ergibt die Länge. Bisher liat man stets angenommen, daß 
beide Verfahren zum gleichen Ergebnis führen. Wir aber sind 
schon , durch die Erkenntnis der Eelativität der Gleichzeitigkeit 
zu größerer Vorsicht genötigt. Lassen wir aber diese Annahme 
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fallen, so entschwindet uns auch der in § Ib bewiesene Satz, 
demzufolge nur eine Galilei -Transformation Ton einem berech- 
tigten BezQgssystem (Inertialsystem) zu einem anderen führen 
kaaui und es wird Kaum für einen firsats dieser Transformation 
durch eine andere. 

Um zu den neuen Transformationsformeln zu gelangen, fragen 
wir nach denjenigen linearen Beziehungen zwischen y\ i\ Ü 
und X, ^, welche die Wellen gleichung (22) 

in sich seihst überführen ; d. b. für welche die Identität gilt: 

d^y dV 1_ 0- (f ?r , ^ i^9'_ 1 /nrx 

wo es ein von Null verschiedener, zunächst in unhekannter Weise 
Ton V abhängiger Proportionalitätsfaktor ist. Denn Gleichung (22) 
ist die mathematische Formulierung des Gesetzes der Lichtfort- 
pflanzung*). Linear wählen wir diese Substitutionen, weil anderen- 
falls der Anfangspunkt der Koordinaten und der Nullpunkt der 
Zeit wenigstens in einem von beiden Systemen ausgezeichnete 
Punkte würden, welche man nicht ohne wesentliche Änderungen 
yerlegen« kann. Wir betrachten aber die Gleichwertigkeit aller 
Raumpunkte und Zeitmomente als ein empirisch festgestelltes, 
nach dem Relativitatsprinzip für beide Systeme geltendes Natur- 
gesetz. Ferner setzen wir fest, daß entsprechende Koordinaten- 
achsen in beiden Systemen einander parallel, und zwar die x- und 
2*'-Achse der Gej^cliwindigkeit t) parallel sein sollen, mit welcher 
das gestrichene System K' sich gegen das ungestrichene K be- 
wegt; und daü schlieülich den Werten ^-=0, y==0, ^ = 0, 
f = 0 die Werte x' = 0 , y' = 0 , z' = 0 , t' = 0 entsprechen 
sollen. Die allgemeinsten Gleichungen, weiche diesen Bedingungen 
genügen, lauten : 

x' = xiv) (x — vi) y = l{v)y / = A(e?)* j ^ ^^e) 



Ü = ^{io)i — v(i;)« 



*) Welchen Ztuammenhang qt mit den beiden Feldstärken hat,' 

ist "bis zu einem gewissen Grad gleichgültig. Nach § 5 gilt (22) für 
jede linpnre Kombination aus ihren KoTiiy.onenten. Deshalb interessiert 
auch hier nicht, ob r/> in beiden Bezugsä^ stemeu die gleiche Bedeutung 
hat. Nach § 14 gibt jede solche lineare Kombination bei der Trans- 
formation in eine and^ Xombinatfon der gldchen Art tiber* 
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wo fi(v) und v(v) noch zu l)estimmende Funktion 

▼OD V sind. Zunächst ist nämlich einleuchtend, daß es nur eine, 
ausgezeichnete Bichtung, die der o^Achse gibt. Schon aus diesem 
Grunde können y und z in der Gleichung für t' nicht auftreten, 
da sonst die Richtung bevorzugt wäre, deren Richtungekosiniis 
sich wie die Koeffizienten von x, y, z verhalten. Ferner muß die 
Ebene x' = 0 mit der Ebene x = vt, die Ebene y' = 0 mit 
y = 0 und «r' = 0 mit z — 0 identisch sein. Die Proportiona- 
litätsfaktoren zwischen y' und y %ovnQ zwischen z' und z mü.8seh 
schlieiiiich wegen der (ileichwertigkeit aller zu V senkrechten 
Bichtungen dieselben sein. 

Aufierdeiti aber läßt sich zdgen, daß 

X = l 

sein muß. Von vornherein ist nämlich iclar, daß k{v) nur eine 
gerade i'nnktion von V sein kann, d.h. k{v) ■==■ A( — v). Ob die 
Bewt'gung von gegen K in der positiven oder negativen a:-Rich- 
tung erfolgt, das ist ja für die y- und die j?- Richtung genau der- 
selbe Vorgang. Andererseits muß die Umkehrung von 

^ = l{v)y ✓ = l{y)z 

lauten : 

y = A(-r)jr' iBT = 

denn die J le\s ei:uugen von JC gegen K und die von JL gegen K.* 
uiiterbcheideu sich nur durch die Richtung von D. Daraus folgt 
aber wegen = A( — v) der Wert 1 für 

Durch die Substitutionen (26) wird nun eine Funktion 

y\ ^» 0 = yC^cCic — fO, ^» fte — vx), 

daraus folgt: 

^9 ^d«p dm dtp JS^fl'j.tt^^ 

l d*tp j tJ* d* gp rt * i" f ' d* d* »/ g> 

d«^ ^ d^~" '^"^dPdT'~^cä'JFä» d'^i — 

Soll also Gleichung (26) als Identit&t gelten, so müssen bei der 
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Summation der letzten vier (ileichungeu und der Multiplikation 
mit OL die Koeffizienten von 

d^q> d^(p d^fp l^g^ 

alle gleich 1 werden, der von ^^r^^ dagegen yeraohwinden, d.Ii* 
«B mufi 

« = %(v) = ii{v)= i;(t;) = ^i(e;)^; (27) 



«ein. Für x nnd f» wfihlen wir das positive Vorseiclien, damit für 
4^ =: 0 das Besngssystem K' mit K identisch wird, wie es nach 
den ohigen Festsetsnngen über die Lage beider Achsenkrense snn 
mnß. Die Gleichnngen (26) nehmen dann die Form an: 

Wegen der Gleichwertigkeit beider Systeme muß gestattet sdn, 
in diesen Gleichnngen die gestrichenen nnd nngestrichenen Gröfien 
miteinander lu vertans^en, wenn man nnr sugleich das Y onrndien 
von V nmkehrti weil das System K gegen K' die Geschwindigkeit 
— V parallel sur js'- Achse hat Kan findet also : 

Die Becbnung zeigt, daß (XI a) tats&dilich die tJmkehning von (XI) 
ist. Die Gesamtheit der Gleichungen (XI) oder (XIa) beseiehnen 
wir als eine Lorentz-Transformation; das Relativitätsprinzip 
behauptet, daß alle Bezugssysteme, welche durch eine solche 
aus einem berechtigten System herrorgehen, dem er teren ni<^t 
nur für die Fortpflanzung elektromagnetischer Wirkungen Im 
Vakuum, sondern für alle physikalischen Vorgänge völlig gleich- 
berechtigt sind. 

Die erste der Gleichungen (27) (a — 1) zeigt nach (25), daß 

1 

<ier Ausdruck dJ(p — c^~^ g«i$eii ©ioe Lorentz-Trausformation 
invariant ist Man überzeugt sich leicht, daß man statt dessen 
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auch die Invarianz des Ausdruckes -\- -\- — als Kenn- 
zeichen einer Loren tz-Transformation benutzen kann: bestimmt 
man nämlich die Koeffizienten x, A, ft, v in (2t)) aus der letzteren 
Forderung, so tindet mau für sie genau dieselben Werte wie oben. 

Ebenso wie die Gesamtheit aller Gralilei-Trausformationen, 
bildet die Ciesamtheit aller Lorentz- Transformationen eine 
Gruppe; wendet man zwei von ihnen mit beliebig gerichteten 
Relativgeschwindigkeiteu t hintereinander an, so -erhält man ©iu 
Ergebnis , das auch durch eine einzige zu erreichen ist. Denn 
bleibt sowohl bei dem linearen Ubergang von einem System K zu 
K' als bei dem linearen Übergang von K' zu K" der Auadruck 

miTer ändert, so ist dies anch bei dem dann ebenfalls linearen 
unmittelbaren Übergang yon K zu K" der Fall. 

Wir bemerken femer, daß 

V < c (28) 

sein muß ; anderenfalls würden die Koeffizienten von (XI) imaginär 
oder unendlich. Bezugssysteme, welche sich gegen ein berechtigtes 
mit Lichtgeschwindigkeit oder noch schneller bewegen, lassen sich 
also durch keine Lorentz- Transformation aus ihm herleiten; in 
ihnen kann die Lichtausbreitung nicht gemäß der Wellengleichung 
vor sich gehen. Sie sind also dem ursprübglichen nicht physikalisch 
' gleichberechtigt. Zwei berechtigte Bezugssysteme haben 
stets eine Unterlichtgeschwindigkeit gegeneinander. 
Dieser Satz ist zunächst verwunderlich; man sollte meinen, man 
müßte mit der Geschwindigkeit gegen K über jede Grenze hinaus- 
kommen, wenn man von einem System K zu K' übergeht, das gegen 
K die Geschwindigkeit t) hat, dann von K' zu einem System K'\ 
das wiederum gegen K' die Geschwindigkeit ü fin derselben Rich- 
tung) besitzt, und so fort. Diesen Einwand widerlegt das in § 7 
zu entwickelnde Additionstheorem der Geschwindigkeit. 

Gleich der Galilei -Transformation führt die Loren tz- 
Transformation von einem Inertialsystem im Sinne der Lange- 
schen Definition (vgl. § la) zu einem anderen. Denn sind die 
Koordinaten x. //, js eines Massenpunktes im System K lineare 
Funktionen der Zeit t, so sind nach XI auch seine Koordinaten 
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^\ y't ^' lineare Funktionen von t'. Wir können also alle berech- 
tigten Bezug?systemfi der hier eutwickelten Relativitätstheorie als 
Inertial«y?^tpiiie ItezeiclniPii. r>?inn liegt das Gemeinsame in den 
Standpunkten der kiassiacheu Mechanik und der „speziellen'' 
Relativitätstheorie, atif das wir schon am Ende von i$ 1 a hin- 
gewiesen haben. Nur ist die Beweguugsgleichung 1) der klassi- 
schen Mechanik für den Massenpunkt (außer im Fall Ä = 0) 
Dicht gegen die Lorentz-Transformatiou invariauti wie wir 
besonders in Teil VIT dieses Buches sehen werden. 

Läßt man in XI den Parameter c, statt ihm den wirklichen 
"Wert 3.10^°cmsec zu geben, über alle Grenzen wachsen, so 
gelangt man zur Galilei - Transformation i* j und oj zurück. Das 
hat einen tieferen Grund. Gäbe es Feruwirkung durch den leeren 
Raum, d. h. eine unendliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit, so 
zeigt schon das in Fig. 4 auseinandergesetzte Beispiel, daß die 
Gleichzeitigkeit wieder eine vom Bezugssystem unabhängige, also 
absolute Bedeutung erhftli Dann fällt auch das Bedenken über 
(fie YsandiiedenlMit derselben Streeks in verschiedenen Bezugs- 
systemen fort» und unr kommen von der Forderung eines Belativi- 
tfttsprinzipB nach dem loteten Satz in § 1 b, Abschnitt a (S. 17) zur 
Galilei »Transformation. Solange man an Fernwirknngen glaubte, 
konnte man also das oben erwähnte Vorurteil einer für alle Systeme 
gültigen Zeit nicht beseitigen; es beruht nicht nur auf einem 
Mangel an Kritik, daß es sich so lange gehalten hat, ünd in der 
klassischen Theorie war z.B. die Gravitation Femwirkung. 

'^r sehen hier im 6^ente]]>, daß sich jede Wirkung durch 
den leeren Baum mit der Lichtgeschwindigkmt c ausbreiten muß, 
wenn anders ein allgemeines Belativitätsprinzip für alle Gebiete 
der Physik bestehen soU. Denn gäbe es eine diesem Satz wider- 
sprechende Wirkung, so könnten wir an ihr die Betrachtungen 
dieses Paragraphen wiederholen und erhielten eine Transformation, 
die sich von XI nur im Wert von c unterschiede. Ein Bezugs- 
system, welches für* die Eldctrodynamik und dies andere Gebiet 
der Physik berechtigt w&re^ wäre dann dnzigartigj es gäbe zwar 
noch unendlich vide andere, welche ihm für die Elektrodynamik 
gleichwertig wären, und unendlich viele andere, welche für das 
andere Gebiet gleich gut zu benutzen wären; aber diese beiden 
Scharen fiden wegen des Unterschiedes der Transformationsformeln 
nicht zusammen. 
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§ 7. Die Einst ein sehe Kinematü^ 

Zar Diskassioii d«r Fonneln (XI) und (XI a) untersuchen vir 
zun&cliBt den Gang einer im gestriclienen System ratenden Uhr 
(j/ = const) vom ungestricbenen System aus, indem wir ihre 
Zeigwstellung stets mit der Angabe derjenigen in K ruhenden Uhr 
Yergleiehen» an welcher sie gerade Toräberstreicht. Dem Zeit- 
intenrall welches ein mitbewegter Beobachter an ihr abliest» 
^tspricht nach (XI a), da af unyeränderlich ist» das Intervall 



welches von einem Beobachter im System K durch Vergleich der 
Zeitangaben ermittelt Inrd, welche zwei in dem Anfangs- und 
Endpunkt der inzwischen zurftelcgelegten Strecke ruhende Uhren 
beim Abgang und Eintreffen der bewegten liefern. Uan kann 
dies auch aus (XI) ableiten; denn in der Zeit legt die Uhr im 
System K die Strecke = v^i zurüdc, woraus 



Jt' = M^l~ (29) 

folgt. Eine mit der Geschwindigkeit q bewegte Uhr geht 

also im Verhältnia |/l — -^i- langsamer als dieselbe Uhr, 

wenn sie ruht. Dieser Satz gilt selbstverstandliob unabhängig 
davon, auf welches der berechtigten Systeme man die Begriffe 
Buhe und Bewegung bezieht. Als Uhr ist natürlich jeder Vor- 
gang zu betrachten, dessen Fortschreiten als Zeitmaß dienen kann. 
In einem bewegten Wasserstoff atom (Kanalstrahlen) werden z. B. 
die Licht emittierenden Eigenschwingungen geringere Frequenz 
haben, als in einem ruhenden. 

Wir betrachten jetzt zwei gleiche T^lirnn. Beide ruhen zu- 
nächst in einem berechtigten Bezugssystem A° am gleichen Ort, 
I)ie zweite beschleunigen wir sodann quasistationär, d. h. so, daß 
ihr innerer Zustand stets nur von der augenblicklichen Ge- 
schwindigkeit, nicht aber von der BeschleuüijEfung abhangt. Wir 
lassen sie dann einige Zeit auf gleichförmiger Geschwindigkeit» 
kehren diese sodann durch quasistatiouäre Beschleunigung um, 
und führen die Uhr auf diese Weise zu ihrem Ausgangspunkt 
zurück, wo wir sie — wiederum q^uasistatiouär — zur £uhe bringen. 
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Sie geht in jedem iloraent dieses Vorganges im Verhältnis |/ 1 — ~ 

langsamer als die ruhende TJhc und ist somit bei der Kückkehr 
gegen diese zurückgeblieben. — Biese Konsequenz der Relativi- , 
tatstheorie, welche namentlich Langevin^) in sehr interessanter 
Weise weiter ausgeführt hat, erscheint trotz ihrer Unwiderlef^- 
barkeit ziuiärhst so paradox, daß sie sich sogar den Einwand 
gefallen hissen mußte, sie widerlege das Kelativitätsprinzip 2); man 
könne ja daraus entscheiden, welche von den beiden Uhren in 
Euhe , welche in Bewegung gewesen sei. In der Tat kann man 
entscheiden, welche von den Uhren dauernd in f luoin und dem- 
seibeu iiezugssystem , und welche inzwischen in zwei oder mehr 
solchen Systemen geruht hat. Dazwischen besteht aber auch ein 
wirklicher physikalischer Unterschied. (Vgl. § 8.) 

Ganz ähnliche Verhältnisse finden sich bei der Messung der 
Länge eines bewegten Stabes. Ruht dieser in K' und liegt er 
parallel der a;'-Achse, so ist seine Ruhlauge Sq besiimmt durch die 
Differenz der a;'-Koordiuaten seiner Endpunkte, also; 

diese kann man durch Anlegen eines ebenfalls in K' ruhenden 
Kaßstabes feststellen. Seine Länge, bezogen auf K, ist hingegen 
gleich der Differenz der OT-Koordin&ten, welche seinen Endpunkten 
für gleiohe Werte von t anznscbreiben sind; daber folgt 
aus (XI)5 

« = a:,-a^ = W-ari)|/l-^ =So]/l-| • -(30) 

Die Abmessung eines Körpers parallel zur Bewegnngs« 
richtung wird also vom mitbewegten System ans größer 

beurteilt als von jedem anderen. Bringen wir einen 
Stab unter Auf recht erb altung seines inneren Zu Standes*) 

(etwa im leeren Raum und ohne Wärmezufuhr) von der Ruhe 
auf die Geschwindigkeit q, so zieht er eich im Verhältnis 

^1 znsammen; nennen wir nfimHeb das System» m welchem 

er anfangs ruhte, JC, da.s andere, in welchem er nach seiner Be- 
schleunigung ruht, K\ so muü seine Länge im zweiten Zustand, 

*) Im AlMchnitt TU wwden wir solobe Beaehlennigungen als 
•(liabatisch-Uopieistiscb bezeichnen. 
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bezogen auf K', So, ijerade so den Wert b^ben, wie die Lange Sj, 
welche er im erpfon Zustand in K besaß. 

Dieser Satz rechtfertiget die von Fitz^erald 5) undLorentz*) 
sch'on vor der Relativitätstlieorie zur Erklärung des Micbelson- 
scbeu Versuches herangezogene Kon traktionsbypothese und 
wird in der Tat notwendig gebrancbt, wenn man die Tbeorie 
dieses Experimentes für ein nicht niitbewegtes System geben wiii. 
Verkürzt sich nämlicb in Fig. la(S.27) die Strecke PSj bei der 

Bewegung parallel zu ihr auf die L&nge ^ ^ 1^ *"^> so wird nach 
(13) und (14) die Durchlanfungszeit: 

■ *»-v^. 

Bei einer Drebung des Apparates, welche die Yerfauscbung der 
Bollen von PSj und PiSj zur Folge hat, tritt dann keine Ver^ 
Schiebung der Interferenzstreifen ein. Daß diese Zeit selbst noeh 
von g abhängt, liegt daran, daß sie nnf 1 isjenige System bezogen 
ist» in welchem das Interferometer die Gescli windigkeit g bat. Im 
mitbewegten System K' wäre nach (29) die Durchlanfungszeit 

C = |/l — ^ = -vTie es sein muß, da in K' die Strecken 

PiSi und FSo mit der Geschwindigkeit C zurückgelegt werden. 

Die Dimensionen senkrecht zur Bewegung werden nach (XI) 
nicht verändert. Infolgedessen sind die Winkel, welche eine 
matcriolle Tlorade mit der "Richtung der Geschwindigkeit \? oder 
einer anderen Geraden }»ilHet, in K und K' im allgemeinen ver- 
schieden; ebenso die ^Vinkel zwischen zwei materiellen Ebenen 
oder zwischen einer Ebene und einer Geraden. Das Volumen V 
eines Körpers ist aus demselben Grunde hei der Lorentz -Trans- 
formation wie die Abmessung parallel der Geschwindigkeit umzu- 

y 

rechnen* Da somit in jedem System — gleich dem Volum 

Im mithewegten System ist, so dient als TTmrechnnngsformel 
für das Volumen eines Körpers, der zu K die Geschwindi^eit 
za K* die Geschwindigkeit q' hat, die Gleichung: 

»^ = 1^ = '^* (31) 
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Sine weitere Foli^e der Kontraktion ist. daß Hie Form der Körper 
von verschiedeoen Systemen aus verscliiedeii lieufteilt wird. Ein 
Korper z. B., der, vom mitbewegten kSystem aus untersucht, 
Kugelgestalt hat» ist in allen anderen Systemen ein abgeplattetes 
Kotationsellipsoid. 

In seiner ersten Hälfte (nämlich soweit von drr fJourteilung 
der Lancken von verschiedenen Systeuieii aus die l\e<le ist) ist der 
Satz auf S. 59 eine Folge der verschiedenartigen Anwendung des 
Raum- und des Zeitschemas durch verschieden bewegte Beobachter. 
Die beiden Astronomen, von denen auf S. 52 die Rede war, würden 
trotz derselben geometriachen Grunds&tze in Streit geraten, sowie 
sio ^ese auf einen wirkfichen Körper anwenden. £ße beurt^en 
eben deren Form wesentlicli TerBcbieden. Aber der Kernpunkt 
ihres Streites ISge auch hier in d^n einander widersprechenden 
Annahmen über den Bnhesastand. Sowie dies erkannt w&re, rnüfiten 
sich mit ifilfe der Lorents-l^nsformation beider Angaben in- 
einander übeiftthren lassen. — In .seiner sweiton Hälfte aber ent^ 
htlt jen«r Sats eine Aussage über die Mechanik; die elastischen 
Krftfte, weldie die Form des Kdrpers becUngen, mjtosen durch 
die Bewegung so beeinflußt werden, daß sie eben diese Verkfirsung 
herbeiführen. 

Als letate kinematische Folgerung soll hier die Transforma- 
tionsf ormel für die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes ab- 
geleitet werden. Sind dessen Koordinaten x, jf, ß im System K 
Funktionen der Zeit i, so sind die Geschwindigkeitskomponenten: 

ilx dy äs 

^—üi* ^^di' 

Die entsprechende Definition gilt für seine Qescliwindigkeit q' in 
bezug auf K'» Aus (XI) folgt aber; 

dx 

da/ 7/T ~ ^ dt dl/ dj^dt 

dtf ~~ ^ dH* dH "~ dtdi" di/ ~* dt dtf* 

. V dx 

d^ _ c* rfl 

* abo: 
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oder, weua maa uin gekehrt q durch q' aasdrückt: 



i+V i+V 1+^ 

l[ultipliziert man die auf die y- oder ^'-Komponenten bezftglidbeji 
Gleichongen in (32) und (33) miteinander, so findet man: 

Wttter zeigt eine einfaelie Bedmung, indem man die drei Qlei* 
cbongen (32) quadriert und addiert und l^q«, tq« durch die 
skalaren Produkte (oq), (t)q') enietat: 

c'-g' _ /Q5^ 

Aus (31), (34) und (35) folgt: 

l' ^ ~ F - (0 q) — c* - (ü q) — c t;* " ' ^ ^ 

Bezeiclirif t man schließlich mit d"' den Winkel zwischen der Ge- 
schwindigkeit q' und der x-Achee, so gilt nach (33): 

5» + e" + 2 a' 1; «oe - *»« y 

. ,,^'=1^: (37a> 

ist. Diese Gleichungen peben an, wie sieb, vom System ^ aua 
betrachtet, die Geschwindigkeiten t» und q' zusammensetzen; sie 
enthalten das berühmte Einsteiusche Additioustheorem der 
Geschwindigkeit*). 

•) Ks sei darauf hinn^ewiesen, daß die GescbwindigTceit q' anf ein. 
anderes System ■bej:r ,lm n ist wie D. Sind beide auf dasselbe System zu 
beziehen, so muü uaiurlich die gewöhnliche Yektoradditiou für sie 
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Das niork würdigste ist dabei, daß die beiden zu addierenden 
Geschwindigkeiten nicht gleichberechtigt auftreten. Ist z. B. 02 
parallel zu y, wie bisher u parallel zu x, so erhält nach (33) 
unter der Annahme, dali man Oa zu addiert, indem mau 
Btatt r, i'2 statt c\l, und (^^ == q', = 0 setzt, die resultiijreiidö Ge- 
schwindigkeit die Komp 011 euteu: 



<|ifli = Pit 

wenn aber umgekehrt t)i zu tog addiert wird, wobdl die Indices 
1 und 2 und ferner die x* nnd die y-Riclitang ihre Rollen ver- 
tanseben, so ergibt rieh eine Geschwindigkeit mit den Kompo- 
nenten: r— ^ 

Der absolute Wert q ist in beiden Fallen derselbe [vgl. auch die 
in q' und v symmetrische Beziehung (37)J, aber die iUchtungen 
sind verschieden (Fig. 5). 
Denken wir uns ein ma- 
terielles rechtwinkliges 
Dreieck mit der Ge- 
schwindigkeit öl parallel 
der ersten Kathete ver- 
Bciioben, und führen au 
der zweiten Kathete einen 
Zeichenstift mit der Ge- 
schwindigkeit 02 entlang, 
so beschreibt dessen 
Spitze auf der Zeichenebene die Strecke qi in der Zeiteinheit. 
Verschieben wir aber das Dreieck parallel der zweiten i^aihete 
mit der Geschwindigkeit \)g und den Zeichenstift längs der ersten 
mit der Gfeschwindigkeit 1^, so besdirribt seine Spitze die Strecke q^^). 

Nach (28) ist v < Lassen wir q' von 0 an wachsen : wie anch 
dielEUchtung von q sein mag, der Nenner 4" (^<lO ^ i^^) k&nn 

gelten. Die Geschwindigkeit des Lichtes gegen einen bewegten Stab, 
bezogen auf ein nicht mitbewegtes System , ist z. B. nach wie vor die 
Yektorsumme aus seiner Geschwindigkeit gegen das System und der 
des Stabes; die Erklfirong des Hiohelsonschen Yenraches, wie wir 
sie'in § 2 gegeben haben, bleibt daher (abgesehen von der Modifikation, 
zu welrhpr ("Äp Lorents*Kontraktion nötigt) aaolLinder BelatiTitits- 
theorie richtig» 
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nicht verschwinden, solange q''^c bleibt. Die rechte Seite bleibt 
daher positiv und endlich, bis sie für q' = c verschwindet. 

Dem Wert q' = 0 entspricht natürlich der Wert q = t), 
welcher auch (35) befriedigt. Wächst q' ^t>d\<; von diesem Wert 
an, 80 muß sich auch g stetig ändern, und zwar so, daß die huke 

Seite yon (35), ebenso wie die rechte positiv bleibt, bis 

^ = C wird. Dazu aber muß notwendigerweise einem Wert 
< c auch 'wn Wert g < C, dem W^ert g' = c aber q — c ent- 
sprechen. Zwei Unterlichtgeschwindigkeiten addiert geben 
daher immer wieder eine Unterlichtgeschwindigkeit. Die 
Addition der Lichtgeschwindigkeit zu einer Unterlicht- 
geschwindigkeit liefert die Lichtgeschwindigkeit. Die 
letztere spielt in der Physik durchaus die Eolle der unendlich 
großen Geschwindigkeit, insofern man sie durch keine H&uftutg 
von Unterlichtgeschwindigkeiten jemals erreichen kann. Darum 
bildet auch die Festsetzung t) < c keine Einschränkung der 
AUgemoinlieit. 

Aber nicht nur die Geschwindigkeiten der Körper, sondern 
auch die ph^'sikalischer Wirkungen aller Art, mögen sie sich im 
Vakuum oder in der Materie fortpiianzcn,- können die Licht- 
geschwindigkeit c niclit überschreiten. Pflanzte sich nämlich die 
W^irkung eines zur Zeit t im Punkte JL(a? = a'^ , y — -r = 0) 
eintretenden Ereignisses im System K mit der Geschwindigkeit 
V>c nach dem Punkt B{x Xb* y = « = 0) fort, so träfe 
sie dort um die Zeit 

später ein. Nach den letzten der Gleichungen (XI) wäre dann 
die Zeitdauer dieser Fortpflanzung, bezogen auf K'i 

M' = =: M 



Man könnte somit durch Wahl eines hinreichend großen Wertes 
für die Unterlichtgeschwindigkeit t> erreichen, daß Null und 
gelbst negativ wird, d. h. es gäbe berechtigte Systeme, in welchen 
die Wirkung in B zeitlich der Ursache in A vorausgeht; das ist 
aber unmöglich, weil das in iT'rage kommende Naturgesetz im. 
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Widersprucli zum Relativitätsprinzip heim Th>t'i f:,'aiig von K zu K 
nicht unverändert bliebe, wenu Ursache und Wirkung in zoitlichor 
und deshalb auch in kausaler Beziehung dabei ihre Jiollen ver- 
tauschten. 

Nur scheinbar wird dies© Folgerung ans dem iielativitäts- 
prinzip durch die Tatsache widerlegt, daß in dispergierenden 
Körpern für manciie Spektralbereiche der Brechungsindex n < 1, 

also die «liohtgeschwindigkttt« > « ist -H. ist n&mlich di« 

GeBolivindigkeit, mit welcher die Phasen perioditeber Wellen im 
etationarea Zustande, d. h» wenn diese sioli über den ganzen Raum 
ansgebratet baben, fortschreiten. Fflr die Ausbreitung «ner 
plötalioh auftretenden elektromagnetischen Störung bat sie keine 
vnmittelb«re Bedeutung, Der erste Vorl&nf er solcher Störung, der 
Wellenkopf, pflanzt sieb -vielmehr der Elektronentbeorie sufolge 
stets mit der Licbtgescbirindigkrit e fort [Sommerfeld 

Auch wenn man über ein (in einem bereditigten System) 
ruhendes Lineal ein zweites, ihm nahezu paralleles hinwegführt, 
kann der Schnittpunkt beider leiclit mit Überlichtgeschwindigkeit 
wandern; denn seine Geschwindigkeit ist gleich der des zweiten 
Lineals dividiert durch den Winkel zwischen beiden und kann 
durch Verringerung dieses Winkels ftber jede Grenze gesteigert 
werden. Dies enthält keinen Widerspruch su dem ObigMi; denn 
der Schnittpunkt ist kein materieller Punkt, auch kann er nicht 
benutzt werden, um physikalische Wirkungen längs des ruhenden 
Lineals zu übertragen. Es wäre zwar leicht, Mechanismen &nf 
diesem anznbrii-i^en, welche im Moment, da der Schnittpunkt über 
sie hinstrei lit, irgend welche physikalische Ereignisse, etwa 
Glockeuzeiclit i^, auslösen; und man kann dann in gewissem Sinne 
behaupti'Ti, daß dies Glockenzeir})Pu mit Uberlicht£T»^schwindigkeit 
fortschreitet. Läßt man aber eine beliebige Zahl diefier Apparate 
"wieder fort, so arbeiten die anderen genau so wie vorher — ein 
sicheres Zeichen, daß diese Glockenzeichen nicht als Ursache und 
Wirkung miteinander verknüpft sind. Ihre gemeinsame Ursache 
liegt vielmehr iu der Bewegung des zweiten Lineals. 

Im Widerspruch zu den obigen Sätzen stände es hingegen, 
wenn sich der folgende Fall verwirklichen ließe: „Wir brino-ou 
in einem Punkt des ruLienden Lineals wieder eine der genannleii 
Einrichtungen au. Anfänglich ruht auch das zweite Linealj der 
Ii»ne, BelatiTiMtiprSnslp. 8.Anfl. 5 
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Sclinittpunkt beider mögt) in diesem Stadium mit dem Punkt A 
des ersten zusammenfallen. Dann aber ereignet sich in A irgend 
ein Geschehnis, infoljredessen sich das zweite Lineal so gut wi© 
augenblicklich in gleicbfurmige Bewegung setzt. Der Schnittpunkt 
durchläuft dann das ruhende Lineal als Signal vom EintreieQ 
des Ereignisses in ^4, und das vor ihm in B ausgelöste Ereignis 
wird Wirkung der TTrsache, die sich in A zugetragen hat. Die 
Ubertracrung von A nach B erfolgt mit Überlichtgeschwindigkeit." 

AVarum läßt sich nun der zwischen den Anfahrungszeichen 
geschilderte Vorgang nicht verwirklichen? Wäre das zweite Lineal, 
wie soeben angenommen, wirklich starr und keiner Formänderung 
zugänglich, so müßte er in der Tat ausführbar sein. Die Übertragung 
des von A ausgehenden Bewegungsantriebes müßte dann durch die 
elastischen Kräfte momentan erfolgen. Und damit kommen wir anf 
den GFrund des Widenpraclies. Die Annahme eines starren 
Edrpers ist mit der RelatiTÜfttstlieorie nnyerträglieli. 
Das Lineal bandit sich unter allen Umstanden zunäclist in Ä ans 
nnd bleibt niobt gerade; der Sdiluß anf die Oberliohtgeschwindig- 
keit des S^mittponktes bembte aber wesentlich auf seiner Geradheit. 

Diese Unmöglichkeit des starren Körpers stellt nicht etwa «ne 
mehr oder minder sufülige Folgerung aus dem Binsteinsoheu 
BelatiTit&tspiinzip dar, sondern ist au& engste mit dessen Grund- 
lagen verknftpft. Im Abschnitt a von § Ib sahen wir, daß nur die 
Galilei-Transformation von einem Inertialsystem eü einem anderen 
führt, wenn alle Strecken in beiden Bezugssystemen die gleiche Längte 
haben sollen* Der klassischen Dynamik erscheint diese Bedingung 
durch den Tollkommen starren Körper gesicherti den sie als den für 
den Gedanken erlaubten^ weil keinem Naturgesetz widersprechenden, 
Grensfall des festen Körpers betrachtet. Man kann geradezu sagen, 
daß sie und ihr BelatiTit&tsprinzip zu einem wesentlichen Teil auf der 
Idee des starren Körpers beruht Erst derMichelson-Versuch hat 
uns gelehrt) daß dieser Grenzübergang physikalisch unzulässig ist. 

§8. Minkowskis geometrische Interpretation 
der Lorentz-Transformatioiii 

Das Eelativitätsprinzip, wie es im § 6 ausgesprochen und in 
der Lorentz-Transformation (XI) mathematisch formuliert wurde, 
enthält die Grundlagen der EelatiTit&tstheorie vollständig; alle 
Folgerungen, die wir später ziehen werden, lassen sich ans dem 
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Obigen ableiten. Doch werden die Rechnungen dabei zum Teil wenig 
elegant und umständlich, vor allem, weil man bei jedem Vektor die 
Komponente y»arallel zur Geschwindigkeit ü anders umrechnen muß, 
als die dazu senkrochtoii. Es ist das c'roße \'crdicnst des so früh 
verstorbeneu (iöttinger Matheraatikers neriTinnu Minkowski, 
eine geometrische Interpretation geschaffen zu haben, welche diese 
Schwierigkeit umgebt und wessen der Eleganz, welche sie den 
Rechnungen der Relativität tlieurie verleiht, ein fasi unentbehr- 
liches Hilfsmittel für deieu tsit bere ILiudbabung bildet. 

Im allgemei nen werden von einer Lo re n tz -Tiaiinfuriuatiun 
alle drei Koordinaten betroffen. Nur unsere spezielle Annahme 
über die Lage der Achsenkreuze in den Systemen K und brachte . 
für y- und jer-Kurtr linkte die identische Transformation in (XI) 
hervor. Da aber auch die Zeit verändert werden muß, «o sieht 
man leicht, daü eine geometrische Analogie nur iu einer vier- 
dimensionalen Mannisrfaltigkoit bestehen kann. Daß eine solche 
unserer Anschauung unzugänglich ist, darf uns nicht schrecken; 
es handelt sich dabei nur um die symbolische Darstellung gewisser 
analytischer Beziehungen zwischen vier Variablen. Wir bezeichnen 
diese Mannigfaltigkeit als „die Welt" mid wählen als „Welt« 
koordinaten** £e Baamkoordinaten e und die Zeitkoordinate 

u-= et (38)- 

Die 0?, y, z-kchmn sollen aufeinander senkrecht stehen ; die M-Achse 
-vorläufig auch auf den drei genannten Achsen, d.h. in der x K-Ebene 
sollen zunächst x und ti gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten 
Bein, und Entsprechendes soll in der yu - und rw- Ebene gelten. 
Es gibt dann sechs paarweise aufeinander senkrecht stehende 
Koordinatenebenen und vier aufeinander senkrechte (dreidimensio- 
nale) Konrdinafenräume. Einen Punkt {x, if, r, u) dieser Mannig- 
faltigkeit nennen wir einen „Weltpunkf ; er repräsentiert ein 

am Ort of > e zur Zeit i = ^ stattfindendes Ereignis, Für jeden 

materiellen Fünkt sind die Raumkoordinaten Funktionen der Zeit; 
er bestimmt also eine Eurre in der Welt, eine „Weltlinie". Bei 
gleichförmiger Geschwindigkeit q ist sie eine Gerade, deren Winkel 

gegen die m- Achse gleich arcig | , also, weil q <^c, kleiner als 

ist; im allgemeinen ist sie eine beliebige krumme Linie, deren 
Neigung gegen die «^Adise aber nie den angegebenen Betrag erreicht. 

5* 
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In dem speziellen Fall des § 6, daß die x- und x'-Achse der 
TranslatiünsgeschwindiL,^keit parallel sind, spielt sieb die Trans- 
lormation allein in der zi^-Ebene ab, welche wir als Zeichenebene 
benutzen wollen (Fig. 6). In dieser zeichnen wir die gleiobseitigan 
Hyperbeln: 

«» — = — 1 ........ (39) 

-f- 1 (40) 

BOlrie ihr gemeinsames Asymptotenpaar: 

«* — 0 (41) 

Tom Nfdlpimkt 0 xiebeii wir nach irgend einem Puflkt V* des* 
jenigen Astes der ersteren» fQr welchen « positiv ist» die Gerade; 

Pig.O. 




sodann eine zweite Hf^r^^df' nach einem Punkt X' des Astes x>0 
der zweiten Hyperbel; X' bestimmen wir so, daß die Asymptote 
X ■= u die Winkelhalbierende wird, d. b. daß VL' und OX' kon- 
jugierte Durchmesser für beide Hyperbeln (39) und (40) \verden. 
Fällt TJ' auf die H-Aclise nach U, so fällt X' mit X zusaramon. 
Die Lorontz-Transf ormatiou (XI) besteht darin, daß man 
an Stelle der Geraden OU und OX als Achsen OV und 
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OX', und staff der Strecken OU und OX aU £inli6iUn 
die Strecken Oü' und OX' verwendet. 

In der Tat: Die Geraden Oü' und OX' haben die Oleichimgen 

a? = /3u, u^ßx, IÄ<1. 



Die Koordinaten von U' und X' sind infolgedessen nach (39) 
und (40): 



I ß 



$ 1 



(42) 



Nim Boll aber im geitricbenen System 

U'ü> = Xx' = 1, = *Z7» = ö 

•werden. Die vier bei einer lineare n Transformation von X, tt auf 
y, u verfügbaren Konstanten sind hierdurch eindeutig bestimmt; 
die TransformationBgleicbnngen müssen also lauten: 

^^x^ 

•ie gelieii naeli (38) in (XI) Uber, wenn man 

seist Der Ansdniek 4^ — u*, und ebenso + — 

blmbt daber bei der Substitution (4S) invariant IMe Gleichungen 
der beiden Hyperbeln und ihres Asymptotenpaares lauten im ge- 
strichenen Systral ebenso wie im ungestrichenen* Der Winkel ^ 
in Fig. 6 ist durch die Gleichung 

^1^; = ^==^ (46) 

bestimmt. 

Offenbar kann mnn nach jedem Weltpunkt W der 27X-Ebene, 
fttr welchen u^>x^ ist, Yon 0 aus eine Zeitachse ziehen, mit 

der Richtung OW, wenn «> 0, mit der Richtung WO, wenn 
u<0 ist; denn es gibt stets einen za OW konjugierten Durch- 
messer als d/-Achse. Umgekehrt kann man jeden Weltpnnkt, für 
welchen u*<x* ist, mit 0 „^eichseitig** machen, indem man die 
Gerade OW mit passender Richtung snr -Achse und den ihr 
konjugierten Durchmesser zur «'-Achse wählt 
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JJm die allgemeine Lorentz - Transformation darzustellen, 
bei welcher die räumliclien Achsenkreuze x, y, e und x', if, z* 
beliebig zur Relativgescli windigkeit ö orientiert sind, haben wir 
diese Konstruktion vierdimeusional auszugestalten. An Stelle der 
Hyperbeln treten dann der zweischalig-hyperbolische Raum 

+ + = — 1 .(46) 

und der einsolialig-hyperbolische Baum 

»*H-y» + if* — «* = 4-l > . . . . .(47) 
beide werden von dem Kegelranm 

• fl:2 ^2 ^ ^2 _ = 0 (48) 

as3niiptotiscli berührt. Die Hyperbeln in Fig. 6 und ihre Asym- 
ptoten sind die Schnitte dieser dreidimenaionalen Bäume mit der 

WiC-Ebene. 

Jot^t wählen wir auf der positiven Schale des zweischaligen 
Hyperbelraumes (46) einen beliebii^en Punkt V mit den Koordi- 
naten Xjji^ yjj'% ^ü'i '^ü't und ziehen nach ihm von 0 aus die 
Gerade. Wir konstruieren sodann den diesem Durchmesser kon- 
jugierten Durchmesserraum 

«»ü' +ySfF' — uuu'=^0 • . • -(49) 

; welcher den eisBchaligen Hyperbelraivn (47) in einem EUipsoid 
Bohneidet. Fällt V in den Scheitel^ U des ersteren Hyperbel- 
raomes, so wird der konjngierte 'Durehmesserraum zum Xffg^ 
Bmosl (tt = 0) und dai Ellipeoid zur Kugel 

+ -{ =' 1 (50) 

alle Strecken von 0 nach einem Punkte dieser Kugel haben die 
gleiche Län^e 1; sie ist die Maßfläche für Strecken im Räume 
X y z. Die allgemeine Lorentz-Tran sf ormation besteht 
nun darin, daß man statt der Geraden 0 U als t<-Achse 
und der Strecke 0 als Emlieit, sowie statt des xyz- 
Raumes mit der Kugel (50) alü Maßfläche die Gerade 0 ü* 
,mit OU' als Einheitsstrecke zur tt'-Achse und den ihr 
'konjugierten Durchmesserraum mit dem genannten 
«EUipsoid als Kaßfläche zum zugehörigen x'y'/'U&um 
maoht^ (Die letztere Bedingung drückt aus, daß die Qkichung 
desElfipsoids 

lauten soll.) 
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Verändern wir zum Beweise zunacbat das Koordinatensystem 
sifffif dnreh eine ba^ /-Baume ansgeftthrte Drehung; dabei 
bkibt «' überhaupt unberührt, während die Summe -f V** ' 
'invariant ist; dasselbe gilt dann auch Iflr den Ausdruck 
-|- -\- Wir kdnnen es durch diese Drehung 

enreiGhen, daß der Schnitt des x'^ /-Baumes mit der durch die 
14 und «-Achse gelegten Ebene sur «^-Achse wird. Durch eine 
analoge Drehung des Koordinatensystems x.ifß Terlegen wir die 
4^Achse in dieselbe Ebene. Dann aber 'haben wir dieselben Ver- 
liältnisse wie in Fig. 6; OX* und Oü' sind nach Eonstmktioii 
konjugierte Durchmesser der Hyperbel dP* — n* — 1 gewordent 
und da df' + y'-l-^' — gegen die dort dargestellte spesieille 
Transformation invariant ist, so gilt dies auch für die soeben 
besdiriebene veraUgemmnerte Konstruktion, welche sich dadurcih 
als eine Loren ta-Transformation erweist. Es gibt daher so viel 
berechtigte Systeme, wio Punkto in der positiven Schale des 
Hyperbelraumes (46), d. Ii. dreifach unendlich viele, wie schon 
oben erwähnt. Die Geschwindigkeit beider Systeme gegeneinander 
wird darch den Winkel if awischen der M- und der «'-Achse gemäß 
Gleichung (45) bestimmt 

Der Kcgdraum (48) teilt die Welt in drei Teile: 

1. «»>Ä* + y> + Jf* u> 0, Nach jedem Weltpunkt W 

dieses Gebietes kann man eine Zeitachse u' mit der Richtung 0 W 
legen, es enthält die Weltpuukte „jenseits von 0**, d.h. die- 
jenigen, welche in allen berechtigten Systemen später als 0 sind. 

2. + ^^ + ^^ u<0. Die Weltpunkte dieses Ge- 
bietes sind in allen Systemen früher als 0, liegen „diesseits 
Ton 0*^. Man kann nach ihnen Zeitachsen mit der Bichtung 

WO ziehen. 

3. u^<.x^ 4" -f- 8\ Von den Punkten dieses „Zwischen- 
gebietes" kann man drei beliebige mit 0 gloichzeitifi: machen, 
denn sie Lestimmen mit 0 zusammen einen ebenen Kaum, welcher 
mit dem ihm in bezug auf den Hyperbelraum (46) konjugierten 
Durclmiesser ein berechti^«8 Bezugssystem bildet. In diesen 
haben dann die drei Weltpuukte mit 0 die Zeit t = ujc = 0 
gemeinsam. 

An dem Kegelraum (48) selbst unterscheiden wir den „Vor- 
kegel", für welchen u<0, und deu „Nachkegel", für welchen 
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u> 0 ist. Der erstere uijifaßt diejenigen Weltpu niete, welche 
Ereignisse darstellen, von denen eine etwaige, mit Lichtgeschwin- 
digkeit fortschreitende Wirkung im Punkt a:=0, ?/=0, «ssO 
zur Zeit i = 0 ankommt. Der Nachkegel stellt dagegen di© 
Gesamtheit der Ereignisse dar, welche sich mit dem EintretEen 
einer etwaigen, vom Ereignis 0 ausgehenden Lichtwirkung gleich- 
zeitig ahspielen. Wir sagen, die erateren „senden Licht nach 
0", die letzteren „empfangen Licht von dorf^. 

Wegen der Invarianz des Ausdruckes o"^ -|- -\- — 
haben die heiden hyperbolischen Räume (46) und (47) ebenso v. ie 
der Kegelraum (48) absolute Bedeutung; ihre Gleichnnp- ist in 



allen Bezugssystemen, dieselbe. Dalier ist auch diese Einteilung 

Fig. 7. 



der Welt unabhängig Tom Besugssystem. Ihre physikalische Be- 
deutung erhellt aus folgender Betrachtung: 

Es mögen die Weltpunkte 0 und B in Fig. 7 zwei in K 
ruhende, materielle Punkte A und B darstellen, den enteren zur 
Zeit i (=: 0), in welchem von ihm irgend eine physikalisch» 
Wirkung ausgebt, den letzteren zu der Zeit Ij;, in welcher diese 
Wirkung B erreicht. Könnte nun die Gesch^vindigkeit F, mit der 
sie fortschreitet, größer sein wie C, so wäre 



B gehörte dem Zwischen gebiet von 0 an, wie dies auch in Fig. 7 
gezeichnet ist. Es gäbe dann stets berechtigte Systeme, in denen 
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wie im System K' der Figur «ft< 0, d. h. Jt früher als. 0 wire; 
die 'Wirkimg käme also in B an; bevor sich Ihre Ursache In A 
zugetragen hat. Diese geometrische Überlegung widerlegt somit 
nochmals die Möglichkeit einer Überllclitgeschwindigkeit (ygl. S. 64 
landöö ). Es liegen eben alle Weltpunkte, welche 0 kansal 
beeinflussen kann, jenseits oder auf dem Nachkegel, 
alle, Yon denen 0 einen solchen Einfluß erleiden kann, 
diesseits oder auf dem Yorkegel von 0. Punkte des 
Zwisohengebietes können dagegen nie mit O in kausalem 
Zusammenhang stehen. 

Für eine unendlich kleine Strecke auf der u'- Achse, oder 
einem ihr parallelen Survenstdek, ist nach der zwttten der Glei- 
chungen (43) 

aber nach der ersten dieser Gleichungen wegen dx' = 0 
also 



dii' = duyi — /J«, ä.lL dif ^ difT^ . .(61) 

Diese Oleiobnng enthilt wie die Formel (29), mit der sie identisch 
ist, den Satz, daß eine in K' ruhende Uhr, besogen auf Kf nach- 
geht. Besmcfanen wir mit da, dy, dg die Frt^Jektionen der In 
der Zeit dt inraekgelegten Strecke auf die Koordinatenachsen, 
mit g die Gesehwlndigkeit« so ist 

c e 

Femer sind ds, dy, de^ du Komponenten des in der Zeit dt 
durchlaufsnden WeUlinienelementes. Nach (51) ist also 



dr = i Vd »* — (d X* + d + d m^) 



(62) 



der Zeitznwaehs, welchen die Uhr anzeigt, während sie dies Ele« 
ment durchlauft.- Hau bezeichnet dv als die Eigenzeit dieses 
WeltUnienelementes. Für ein endliches Stück einer WelÜinie 
findet man sie durch Integration. Die Eigenzeit eines WeltHnien- 
stückes ist eine Invariante der Loren tz-Transformation. Dies 
eriiellt schon aus ihrer physikalischen Bedeutung, denn die Zelger- 
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Stellungen der Uhr am Anfang und Ende dieses Stückes sind 
für alle Bezugssysteme dieselben; sodann erkennt man es auch 
daraus, daß der Ausdruck dti^ — (dx^ -\- dy^ -\- dz^) in (52) sich 
ebenso transformiert, wie der invariante Ausdruck u'^ — {x'^-\-y^-\-is^)' 
Zu beachten ist freilich, daß die Gleichung (52) zunächst nur für 
gleichförmig bewegte Uhren, d. h. für gerade Weltlinien ab- 
geleitet ist. Im allgemeinen wird die Beschleunii^anicf einen Ein- 
fluß auf den Gang haben. Nur wenn die Beschleunigung hin- 
reichend gering, d. h. die Krümmung der AVeltlinien hinreichend 
schwach ist, wird die Eigenzeit unmittelbar die angegebene physi- 
kalische Bedeutung haben. Wo die Grenze dafür Hegt, hängt 
von der Beschaffenheit der Uhr ab. Stets aber ist die durch. 
(52) definierte Eigenzeit ein mathematisch nützlicher Begriff. 

Von allen Weltlinien, welche zwei gegebene Weltpunkte 1 uud 2 
verbiiideu, hat die gerade Verbindung die längste Eigenzeit. Denn 
legen wir parallel zu ihr die w- Achse — die Wahl des Bezugs- 
systems ist ja wegen der Invarianz der Eigenzeit ganz beliebig — , 

2 

1 f 

so ist die Eigenzeit für diese Gerade nach (52) ^ 1 d u, lur eine 

1 

andere Verbindungslinie aber 



2 J 

Von den beiden Uhren, über die wir auf S. öö und 59 sprachen, 
legt die eine die gerade Weltliaie von 1 nach 2 zurück, die andere 
aber eine gebrochene. Wir bestätigen hier, daß die zweite beim 
Wiederzusauimentreffen zurückgeblieben ist; denn ihrer Weltlinie 
entspricht die kürzere Eigenzeit. Zugleich aber sieht man auf 
das anschaulichste die physikalische Verschiedefaheit der beidmi 
Bewegungen. 

Kehlen -wir nocli einmal za Fig. 7 zurück. Die Endpunkte 
eines in K mhenden, der »-Ach»e parallelen Stabes beschreiben 
geradlinige, der «-Achse parallele WeltUnien Pi JP'i und P^ 
P P 

Bas Verhältnis ^ gibt seine Buhlänge s° an. Ruht ein zweiter 

Stab in K\ so sind die W^eltlinien seiner Endpunkte zwei inr 
«'-Achse parallele Gerade Qi Qi und ^2 und seine Buhlänge^ 
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et»en&Il8 f/Uiok sfi sein mag, wird durch den Quotienien 
' dargestellt LAnge des eraten Stabe« in Sst aber 

^ ^ ~ ^X^ * ^ «'»KoordinaUa semer 

BSndpviikte für den gleicben Wert (0) yod lf» Die Länge des 
zweiten Stabes in iC ist analog s = ^q^ ' ^un ist nach (42): 

ferner naeb Fig. 7 und (45): 

T\Pi _ _i VTXÄä _ irin (21 0 Q\ Q ,) 

— cos V ' • Q'i ~ OQi — uini^O q\) 



Also ist ffir den ersten Stab 



= Wa^^'^ Vl-^* = yi--^ • -(63) 



und für den zweiten 



Wir bestätigen so den schon in §T gefundenen Satz, daß ein 
Körper, ' von dem mitberwegten System aus betrachtet, länger 
erscheint, als •von jedem anderen. Da in Fig. 7 Q'iQi'.OX' 
= i^Pj : gewählt ist, so ist, wie man sieht, (ji <Pi Pg, 

§ 9« IHe Lorents-Transfoniifttioii als imftginSre Drehung. 

Analytisch olpcfanter noch ist es, wenn man als Zeitvariabie 
die ixiiu^iiiarü Größe 

J = iu = fct (55) 

benutzt, wobei freilich jedem reellen Weltpunkt ein imaginärer 
Punkt der X, y, z, Z-Manuigfaltigkeit entspricht. Dabei wird 

«■H-J^' + JP* — «*<^ = iB* + y* + ^» + 2« . • .(66) 
Eine Lorants -Transformation ist, -wie wir in § 6 sahen, duroh 
die InvariAnz dieses Ansdraekes gekennzeichnet 
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Betrachten wir zunächst wieder den einfaidieii Fall der in 
den (XI) und (43) ausgedrückten Transformation, von der nur SP 
und t betroffen wird. Führen wir statt u in (43) I ein, so 
finden wir: 

^^^^^ r^"^ (67) 

Nun können wir einen imaginären Winkel q> so definieren, daß 

cos w = ^ , sin w — T7^=== - • • . (58) 

wird. Ißt dem Winkel fff der Fig. 6 und 7 hängt er nach (45) 
zusammen durdi die Beziehung 

ig(pz=ißz=zi~ = itgii^ (59) 

Ihrückt man in (57) ß durch ^ aus, so findet man dieGIeichongen: 

= X cos (p -\- 1 sin 9, Z' = — x sin tp -\-lcos(p . . (60) 
und als ihre Umkehr un gen: 

X = af€08<p — l' sintpf l = x' sinip -\-Vco$^ . • • (61) 

> 

Wären l und 9 reelle Gröben, so bedeutete dies, daß das Soor- 
dinatensystekn ar', V ans dem System x, l durch Drehung (im post* 
tiven Sinne) um den Winkel ip hervorgeht. Aber auch hier 
können wir diese Ausdrucks weise unbedenklich beibehalten. Die 
spezielle Lorentz-Transformation (XI) ist eine Drehung 
des Aehsenkreuzes in der d;{-Ebene um den durch (68) 
definierten, imaginären Winkel <p*). 

Führt man mehrere solche Transformationen in der xWESbeuB 

mit den Drehwinkeln 9^, ^^...^ hintereinander ans, so 

resultiert eine einzige Drehung um den Winkel 



Die Geschwindigkeit des «ten gegen das (n — l)te System, ist 
nach (59); 

= — ictg(p», 

•) Der Unterschied der Geometrien im ar, y, *, l- und im r, y, *, u- 
Baume ist im Grunde der folgende : Jm ersteren haben wir mit der 
euklidiscliGn Geometrie, aber mit einer imaginären Koordinate zu tun; 
im letzteren sind die Koordinaten reell, dafür aber wird die Geometrie 
nichteuklidisch [Klein] ^). Der iniagin&ren, euUidisehen Drehung um 
^ entspricht die reelle, niehteuklidisehe Drehung um V* 
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die des letzten gegen das ente mtepreeliend v 

r ass — f cpn). 

Die Emdction 

wächst aber, wenn ihr Arg'ument die rein imaginären Werte von 
Null bis i oo durchläuft, von Null nur bis zum Werte f. Daher 
ist unter allen Umständen tg (fn) <^ und v < <\ Ihe Lirht^ 
Geschwindigkeit bleibt, wie wir schon in § 7 sahen, uuerreichbar. 
Beschränkt sich ^ 9» auf zwei Glieder, so folgt: 

Das Einstein sehe Additionstheorem für gleichgerichtete Geschwin- 
digkeiten [vgl. die erste der Beziehungen (33)] geht so uumitteibar 
aus dem AdditLonstheorem der Tangensfunktion hervor^). 

Schon iu ^8 (S.71 ) sahen wir, daß sich die allgemeinste 
Lorentz -Transformation auf Drehungen der räumlichen Achsen- 
kreuze in den Systemen K und K', sowie auf die spezielle Trans- 
formation (43) zurückführen läßt, welche mit (XI) und (57) 
identisch ist. Alle EigentürnHchkeiten der allgemmtieii köniieti 
wir daher aueh iehon an der letsteren Transformation erkennen ; 
eojnnß 2.B. andi die allgemeine sich stets als imaginftre Drehung 
in der durch die h nnd I' -Achse bestimmten Ebene anfCassen 
lassen, bu welcher nnr noch die unwesentlichen reellen Drehungen 
der Koordinatensysteme x, ff, 0 und ^ li hinsutreten. 

Analytisch eleganter aber ist es, gans aUgemein diejenigen 
linearen Transformationen des Weltkoordinatensystems dr» y, \ 
zu untersuchen, welche eine Loren tz-Transformation darstellen, 
d.h. bei denen der Ausdruck (56) 4;* + ~h ^ -h I' inyariant 
bleibt. IMese Aufgabe entspricht durchaus der Frage nadi den 
Substitutionen, welche öne Drehung des Eaumkoordinatensystems 
X, M darstellt. Denn diese sind durdi die Invarianz von 
xe' -h J^* + gekennzeichnet. (Vgl. den Anhang unter b.) 

SoU bei der linearen Substitution 

= «</) X -f «?> y -f a\3) g ^ «(4) i 
=s aj) X -f C6^p y af z -\- l 
/ = a?>a; -f a?'y -j- afz-{- afl 



(62) 
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-f ?/" I -\- 1* = acf* y'^ -\- /2 _j_ i'2 werdeD, so müssdUi wie 
die Kecbnuug zeigt, die Gleicbnngeti 

2«sr' = i 111 = 1,2.3,4 ] 

]gaj»)(»f>=:0 «.0=1,2,3.4 m^o\ 

erfüllt Bein , welche durchaus den Orthot^onalitätsbedingungen 
(S. 274 ) annloG" «'(»baut sind. Von den 16 Koeffi/if nti n sind also 
nur ü willkuilicli Fassen wir die Gleicliuiigeii (Ü2j einmal mit 
"f^ zusammen, dann mit «W, a^J^V usw., 
80 findet man als ihre Auflösungen nach den ungestrichenen 
Größen: 

X = «?) x' + a<a^> y' -h «?> e' -f < • T 
y = af x' -f y' + «^P ir' + V 

g = x' + 3/' + «3 ir' + af 

10 daß nach Analogie von (63) auch 

2 «r = s = ö • • 

ist. 

Die Determinante der Koeffizienten nennen wir Ä: 



(64) 



(65) 



-1 = 



= ± «y) aj) «J) . 



(66) 



aW «IP 

ihre Unterdetenninanten bezeiclmon wir, wie üblich, mit Äm^. Die 
Auflösung von (62) nach r, y, z, J niiili nun die Form haben; 

Ax = A^i^x' + Ai^p' 4- jy>/-l- ^if^i' U8W, 

daher muß nach (6i) 

«£> = ^2^4 (67) 

Bttn. Setst man diese Werte in (60) ein, so folgt für die Detern 
minante der TJnterdeterminanien: 

± Ai^ A^^ Ai^ = ^8. 

*) Von diesen sechs TreSheitggmden kommen drei auf Drehongen 

Ata räumlichen Achsenkreuzes xy z, so daß nur drei für den Uber* 
prnng von einem berechtigten System snm anderen übrig bleibea* 
(Vgl. § 6 und 8.) 
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Nacli einem bekannten Satze ist diese aber, wenn die Zahl der 
Zeilen und Kolonnen n ist, Ä'*~^, in unserem Falle also A^t des- 
halb muß ^ = 1 (68) 

i^; denn A=s — 1 ist ansgOBcUosBen , w«il A eine Btetige 

Funktion der Koeffizienten ist und bei der identiaehen Ttmis- 

fonnation ^ X nsw, offenbar den Wert -|- ^ Nach (67) 

igt dann _ 

0&^ = ÄZ' ........ . (69) 

Wir kdnnen die TraaBformationen (62) und (64) zusammen- 
faszen in das ohne wdtere ErUftrung Terst&ndliche Schema: 





X 








X 


















«<?> 


z 




«?> 






l 











(xn) 



Soll d ie Substitution (XII) eine Lorentz-Transformation 
darstellen, so müssen die Koeffizienten 1. den. Orth o- 

gunalitätsbedingungen (63) bzw. (66) genügen; 2. müssen 
diejenigen, welche den Index 4 einmal enthalten, rein 
imaginär» alle anderen reell ^^ein; 3. muß ihre Deter- 
minante und a^*'^ positiv sein. Die Bedingungen 2. haben wir 
hinzugefügt, damit aus reellen Werten x, y, z und einem imagi- 
nären Werte von l immer wieder für x', y\ z' reelle und für V 
imaginäre Werte hervorgehen, a^*^ aber muß positiv sein, weil 
ee^/^ stet^ der Kosinns d«s imaginären Winkels ip zwischen der i- 
und der Achse ist« also [vgl. (58)J: 

«<*> = cos a> = - . ^ - . 

ITan sieht dies am leichtesten ein , wenn man die allgemeine 
Tran fonnation in der oben ausgeführten Weise auf die spezielle 
Substitution (57) zurückführt. Diese spezielle Transformation, 
hei welcher die y- und ^-Koordinate uiigeäudert bleiben, ündet. 
man, wenn man: 
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af = =y 1, a</) = aw = 



— tt/p s <«) =r -tÜ», 



> • 



(70) 



alle atid«r«n Koeifinenten gleich NnÜ seist. Ihr Schema flieht 
ako fdgendermaSen aiu: 







y' 




r 




1 


0 


0 


-iß 




0 


1 


0 


0 


ff 


0 


0 


1 


0 


2 


iß 


0 


0 


1 



(71) 



Für die XJnterdetonnmanten zweiter Ordnung Amn gelten 
den Fomeln (63) nnd (65) entsprechende Beziehnngen. (Die 
oberm Indiees besiehen sieh stets auf die Zeilen, die unteren ai^ 
die Kolonnen von A.) Wie die Koeffizienten selbst sind diese 
Unterdeterminanten* reell y wenn der Index 4 in ihnen keinmal 
oder zweimal, rein imagin&r, wenn er einmal auftritt. 

Nach einem bekannten Satze ist fflr eine beliebige Deter- 
minante A 

Nach (67) und (68) folgt hieraus: 



A 



oler allgemeiner, wenn wir mit JBmn die Am» ergänzende Unter- 
daterminante bezeichnen: 



(72) 



Weiter saart ein bekannter Sat25 über die Darstellbarkeit einer 
Determinante als Summe aus Produkten der Unterdeterminanten: 



mn « 
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Gemäß (68) und (72) Mhließeu wir bkraiiu 

S 2^"'-''*=^ ..... .(73) 

Denlcem wir mii fmier die Determinante % so aus Ä abgeleitet, 
daß man die Glieder der zweiten Zeile durch die enteprechendea 
der dritten ersetzt; sie ist natürlich Null« Also gilt nach dem 
soeben beoutaten Satz: 



Kon ist aber 
also nach (72): 



(74) 



Endlich denken wir uns die Determinante 51 so gebildet, daß in 
A nicht nur die Glieder der zweiten durch die der dritten Zeile, 
sondern auch die der ersten durch die entsprechenden der Tierten 
ersetzt werden. Dann ist: 

also 



(75) 



Man kann wegen der Glaichwertigkeit an Zeilen und Kolonnen in 
(73), (74), (75) die oberen mit den unteren Indicet yertansehen. 
Ordnet man die Unterdeterminanten nach dem Sehsma: 



' ) 4 






l 1 4 


4M 








^34 


All 


A^* 

-^31 








-^^34 






-^12 


-^14 




-^4 




i<»3 




-^14 


-^24 


-^4 






J31 


-^14 


■^4 


-45 J 




-^31 


-^13 



80 sagen die Gleichungen (73), (74) und (76) und ihre (nicht 
hingeschriebenen) Verallgemeinerungen aus: Quadriert und 
addiert man die Glieder einer Zeile oder Kolonne, so 

Ii«tt«, BdfttiTlIttiptliulp, ».Aull. ^ 
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f>rhält man den Wert 1; multipliziert mftn entspreeliend* 
Glieder zweier verschiedener Zeilen oder Kolonnen, flo 
findet man bei der Addition den Wert Null. 

IKe Koeffizienten üntordeterminanten AZ'n 

werden im folgenden bei der Defuiition der Viwer^ nnd Sechser* 
Vektoren Verwendung finden. 

Bei der speziellen Transformation (57) sind [vgl. {70)} die 
Unter determinanten : 

alle anderen iSuü. Das angegebene Schema liat somit das folgende 
Aussehen: 
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0 


0 


0 


0 


0 
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1 


0 


0 


0 


— iß 


0 


0 


1 


0 


iß 


0 


0 


0 


0 


1 


0 


0 


0 


0 


— ^ß 


0 


1 


0 


0 


Iß 


0 


0 


0 


1 



• • «(77) 



Kan bestätigt an diesen Werten leicht die angegebenen Bafeln* 

IV. WeltYektoren und -tensoren. 

§ 10. Vierer- und Sechservektorcn. 

Im dreidimensionalen Eaum ist ein Vektor % durch die drei 
Komponenten H«, ^1, definiert, welche sich bei der Drehung 
des Achsenkreuzes wie die Koordinaten selbst transformieren« 
Doch gibt es zwei durch ihre Symmetrie voneinander verschiedene 
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Arten. Ein polarer Vektor wii'd durch eine Strecke mit Bichtongs- 
sinn dargestellt; jede Ebene durch diese Strecke ist Symmetrie- 
ebene; ein axialer dagegen durch ein ebenes Flächenstück mit 

Umlauf ssinn; er hat als einzige Syniraetrieebene diese Ebene selbst. 
Iiifolgedesseu sollten eig^entlich für die Transformation des letzteren 
Formeln gelten, in denen statt der Koeffizienten ^er Koordinaten- 
transformation die Unterdeterminanten aus diesen auftreten; und 
nur weil nach den Orthogonalitätsbedint^uns'en jede Unterdeter- 
minante jerleich dem entsprechenden Koeffizii-nt en ist, tritt dieser 
Unterschied nicht hervor. Die einfachsten Kepraseut ;i uleii beider 
Arten sind die Tranalations- und die Dre]iü:eschwindigkeit. Aulier 
den Vektoren treten noch als Tensoren bezeichnete gerichtete 
Größen auf (vgl. den Anhang). Es gilt jetzt, den Vektor- und 
Tenaorbegriff vierdiraensional zu erweitern. Der Leitstern dabei 
ist die formale Analogie der Loren tz-Transformation (XII) mit 
einer Drehung des Achsenkreuzes in drei Dimensionen. 

a) Vierervektoren. Wir legen zunächst die Mannigfaltig- 
keit X, y, z, 1 zugrunde und bezeichnen als Vierervektor P den 
Inbegriff von vier Komponenten P^» P<n -^^j ^i» "welche sich bei 
der Substitution (XII) wie die entsprechenden Koordinaten trans- 
formieren soUen, g3bo: 



(78) 



Von diesen Komponenten sollen entweder die drei raumliehen 
Pg!, Py, Pg reell und P| rein imaginSr sein oder umgekehrt Die 
Transformation ftndert wegen der BealitätsYerliältnisse der Eoeffi- 
sienten nichts an dieser Festsetzung. Alle Vierenrektoren und 
. nur soloke werden mit großen griechischen Buchstaben beKeichnet* 
Bei zwüViererYektoren P und 0 ist das skalare Produkt 

(P0) = p,a>,-i-p^0,-i-i^,(p, + Pi<^. . . . .(79) 

6* 





P^ 




P, 


Pi^ 








<> 




Py 










P. 










Pi 
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gegen di« I orentz-TransfonDaiion wegen der Orthogonalitats- 
bedingangen (63 bsw. 65) inTariant; dasselbe gilt Ton dem ab- 
soluten Betrage eiaee TiereiTektora P 

\p\ = VSTp?TBT^ • (80) 

Offenbar ist der Vier<»rvektor durch eine richtete Strecke in vier 
J>iinenäionen dar^'estelit und bildet 80 das Analogon znm polaren 
Vektor in drei Dimensionen. 

Wir werden im folgenden meist mit Vierervektoren zn tun 
haben, bei denen die Z-Komponente imaginär, die drei anderen 
demnach reell sind. Gehen wir nach (55) zii der reellen Zeit- 
variaVjlen tt = — ti über, so haben wir statt P< die reelle Kom- 
poneiite 

P„ ^ — iPt (81) 

einxoführen. Das Quadrat des absoluten Wertes von P ist, dann 

P»=:fl{ + JP5 + P! — PS; (82) 

je nachdem es positiv oder negativ ist, nennen wir den Yeiktor 
^raiimartig'' oder n*«itartig*'. Stellen wir ihn nftmlich ala 
eine vom Punkte 0 in "Eig, 6 gezogene Strecke dar, so weist 

er im ersten Falle nacdi einem 
Weitpunkte des Zwischenge- 
HeteSf im zweiten naeh einem 
Funkte diesseits oder jenseits 
yon 0. Ein raumartiger Vektor 
hat den Betragt wenn er bei 
dieser Darstellung bis zn einem 
Pnnkte des Hyperbelraumes; 
«•-|-jf"+jf*— II* = JP reieht 
ein zeitartiger bat den Betrag 
« 12, wenn er nacb einem Welt- 
pnnkte des Hyperbelraumes 

+ + = — 

weist. 

Ist das skalare Produkt (P(I>) = 0, so sagen wir, die Vek- 
toren P und O stehen aufeinander senkrecht. Doch ist 
dieser Ausdruck keineswegs im Sinne der euklidischen Geometrie 
zu verstehen; deuten wir beide als von 0 ausgebende Strecken, 
80 sagt diese Bedingung vielmehr nach (49), daii (P in dem zu P 
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besüglich der Hyperbelräume (46) und (47) konjiigierieii Durch- 
messerraum Hegt. Im ^ne dieser Festsefzang ist somit jedes 
berechtigte System |f, jr, u orthogonal. Zwei aufeinander senk- 
rechte Vektoraii können nicht beide zeitartig, wohl aber beide 
ranmartig sein. In Fig. 8 stehen Pj, sowie P,» auX- 
einander senkrecht. und sind nitartigi ^| und raum- 
artig. 

b) Erstes Beispiel: Die Vierergeschwindigkeit. Das 

Element einer Weltlinie ist als gerichtete Strecke ein Vierervektor, 
und zwar von zeitartiger Richtung. Dividieren wir seine Kom- 
ponenten d X, d i/, d z, d l durch c und seine nach Gleichung (62) 
in § 8 invariante Isagenzeit 



1 



80 finden wir die Komponenten der HVierergesebwindigkeit** 
Da aber = ist usw., so haben nach der leiiten- QkiehiiDg 

diese Komponenten den Wert: 

Y — ^ 



dt 



(oder Tu = ^ = 



(88) 



Sein absoluter Wert ist nach (80) oder (82); 

lJr| = t (84) 

X>er Vektorcharakter TOn 7* spricht das Einsteinsche Addi- 
tionstheoran der Geschwindigkeit fttr die allgemeinste Lorentr* 
Transformation (XU) aus; die spesieUe^ auf (XI) besügUche Form 
(88) findet man daraus durch Benntaung des Schemas (71), wenn 
man in ihm n^ch (78) alle Koordinaten durch die entqnrechenden 
Komponenten Ton Y ersetzt. 

c) Zweites Beispiel: Die Viererheschleunigung. Wieder- 
holen wir die Differentiation nach d indem wir die Differenz der 
Vektoren Y Iftr den Anfang und das Ende des Linienelementes 
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durch dt dividieren, 80 gelangen wir sur »ViererbeBchlennl- 



gttng 



— d» 



(86) 



Sie steht, da nach (79), (85) und (84) 



(85 a) 



ist, stets auf der Vierergesch^rindigkeit und damit auf der Welt- 
linie senkrecht, ist also stets raumartig. 

Der absolute Wert der Viererbeschleunignng hat eine ein- 
fache Bedeutung, xiuch bei einer beliebig gekrümmten Weltlinie, 
d. h. bei einer beliebig beschleunigten Bewegung, können wir für 
jeden Weltpunkt P ein Bnhsysteim JE^ angeben. Jenes nämlich, 
dessen Zeitaehse die Biehtong der Weltlinie in diesem Pnnkt hat. 
In £v ist dann für den dem Wel^nnkt P entsprechenden Augen- 
blick r« = Ty =5 r« = 0, Ti = i, d.h. q = 0, weil die Yierer- 
geschwindigkeit die Bichtang der Weltlinie hat Für einen in 
der Nihe von P Hegenden Punkt der Weltlinie ist q bezogen auf 
dasselbe System unendlich klein» so daß man nach (8$) 



x. = ^ 



•"^i — T 



r. = ^ r, = < 



setzen kann. Daraus, aus (85) und (52) folgt aber, daJS die 
Viererbeechleunigung im Buhsystem die Komponenten 



e dr c dt c 



hat, Kach (80) schlieJßen wir weiter: 



(86) 



^1 



(87) 



d. h. bis auf den Faktor — ist der absolute Wert der Vierer- 

€ 

boschlenni^unt,' irleich dem absoluten Wert der auf das i^oh- 
sjetem bezot^onen „Ruhbeschleunigung". 

Wie sich aus der Vektorcigenschaft der Viorercfeschwindig- 
keit das Additioustheorem der Geschwindigkeit ableiien läßt, so 
aus der Vektoreigenschaft der Viererbeschleunigung die Trans- 
formation für die Beschleunigung. Wir beschränken uns hier 
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wiederum auf die spezielle in (XI) betrachUite Lo r e ii t z - Traus- 
formatiüii and setzen noch besonders voraus, daß das System K' 
mit dem Ruhsystein Ä° identisch ist; so wird die Geschwindigkeit 
t> von K' gegen JT, welche zur af- Richtung parallel ist, gleich der 
Geschwindigkeit q des Massenpunktes gegen K. Aus (78) und 
{71) schließen wir infolgedessen: 

und daraus naob (85), (83) und (52): 

da aber =s =s 0, qi = q', so vereinfachen sich diese Glei- 
chungen 8U 

V^^'.o^ ^ ^^^0 . . . . (83) 

Fragen wir nnn einmal, hei welcher Art der Bewegung lange 
einer Geraden ein Massenpankt konstante Ruhbeecfalennigung b 
«rtihrt. W&hlen wir jene Gerade als Achse, so sind q^ und q«, 
desgleichen nnd Tg dauernd gleich Nullf die Vierergeschwindig- 
keit T und die Viererheschleunigung T liegen dauernd in der 
47« -Ebene. ^ 

Aus (84) und (87) folgt dann in Rücksicht auf (83) und (85): 

Es hegt nahe, x und l als Funktionen von t zu betrachten und 
<iiese Gleichungen durch den Ansatz 

at — = acosv(t — x^)tl — 1^ = asinv{t — To) 

au lösen. Wahrend rp«, 7« und Tq willkürliche Eonstanten sind, 
mftssen a und v den Beziehungen v'a* = — c*, v*a> = 5* ge- 

ilügen, aus denen = ^ folgt. Die Kiimmation von T liefert die 
Gleichung derWeltlinie 
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Die Weltlinie der gesuchten Bewegung ist somit eine gleichseitig^e 

Hyperbel, deren Achsenlauge ^ umgekehrt proportional zur Buh- 

beBebkiinigang h ist. Wir 'spreehen mit Born von einer Hyperbel- 
bewegnng. 

Es zeigt sich hier so recht der Unterschied der Einstein* 
sehen gegen die ältere Kinematik. In der letsteren erfolgte die 
gleidif5imig beschleunigte Bewegung nach der Formel 

welche für | = + oo zu unendlich grofien Gradiwindigkeitaii 
führt. Hier hingegen nAhert sich nach (89) die Gesehwindigkeit 
nur asymptotisch der Lichtgesehwindigkwt. 

d) Singulare Vierervektoren. Darchaus singulär ist ein 
Vektor il, welcher von 0 aus nach einem Punkte x, p, jgr, { de» 
Vor- oder Nachkegels hinweist. Für diesen ist namiich nach (48) 
der absolute Wert: 

\n\ ^ V»* + y«4-«*-i-i* = 0. 

Da zugleich das skalare Produkt yon i7 mit sich selbst i«t^ 
so steht n auf dch selbst senkrecht*). Ist fener ü der Vektor» 
der auf dem genannten Kegel (48) 

in dem erwähnten Funkte senkrecht steht, so ist 

st und 77 habeu Bomit diesellie KiclitiuiLT, infolgedessen ifiht das 
Verhältnis zweier ontHprtjclieüder K(jiii])onenten das Verhältnis der 
absoluten Werte an, welche selbst beide Null sind. 

*) Derartige Strecken entspreohen den Minimalgoaden der drei* 

dimensionalsm Geometrie. Der Schnitt des EsgeU (48) mit dem un- 
endlic!i Femen stellt das absolnte Gebilde unserer ,Tierd<mensi'oatfea 
Welt" dar. 
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e) Sechservektoren. Als SechMrrektor bezeichnen wir 
den Inbegriit der sechs Komponenten 

8f<rl» 

9(rif ^iii 

denen eechfl weitere: %t»t 9iyt Sl«i 8f«»t 9mti 89« durch die Be- 
adehung 

Sik= — S»> (90) 

sageordnet iind» wenn sie aiefa nach dem Schema: 





9^v 


9^v 


90 V 










•Au 


Au 




-4 SS 


A^* 

Asi 


Ali 










^4 23 


A** 






-^14 


An 


-d84 




-dsi 






-Au 


Au 




















An 


-Aia 


9»9 


-Am 






Au 




-dia 



> • • 



(91) 



transformieren* Daß die beiden hierin enthaltenen Gleichung« 
Systeme miteinander identisch sind, folgt aus den aof S. 81 und 82 
angegebenen Beziehungen zwischen den Unterdeterminanten A^J^^ 

Außerdem sollen entweder die drei Komponenten, welche den 
Index l besitzen I rein imaginär und die drei anderen reeU sein, 
oder umgekehrt. Diese Festsetzung bleibt bei einer Lorentz- 
Transformation wp<ren der Eealit&ts Verhältnisse der ünter- 
detenninanten Ä"*'"' (S. 80) erhalten. Ans formalen Gründen ist 
M manchmal zweckmäßig, Komponenten mit zwei gleichen Indicef 
(Sm usw.) einzuführen; diese sollen stets identisch Knll sein. 

Insofern die Unterdeterminanten in die Transformation ein* 
gehen, ist der Seofaservektor das Gegenstück zum axialen Vektor 
in drei Dimensionen. Damit hängt zusammen, daß sich die Kom- 
ponenten 9jk nicht auf die Koordinatenaohsfin, sondern auf die 
Koordinatenebenen beziehen. 
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Bei der speziellen Transformation, die sich in den Gleicbungea 
(XI) oder (43) oder (57) ausdrückt, wird nach (91) und (77) 



(92) 



Vi — Vi — /ja 

Da diese TVansformation eine Drehung in der d-£bene danieHt, 
bei welcher sowohl dieee^ als die jf^-Ebene als Eoordinatenebenen 
« erhalten bleiben, so versteht man lacht, daß sieh auch die anf 
diese Ebenen besü^chen Komponenten TOn 9 nicht Ter&ndem. 

Zu jedem Sechsecrektor gehört der zu ihm duale Vektor 
9*t ^ 1^ dnreh die Definition 

^ln = ^op (93) 

zugeordnet ist. Die Indices mnop müssen dabei alle voneinander 
verscbieden und so j^'ewählt sein, daü die Anordnung mnop durch, 
eine gerade Zahl von VertauschuQgen aus der Reihenfolge jc,y, ^,2 
hervorgeht, z.B. ist 

9ml =■ Sy«f 

dagegen nach (90) 

Wegen (72) gilt für f^* dieselbe Transformation (9 1 ) wie für f^. 

Ist @ ein zweiter Sechser vek t or , so sind Invarianten der 
Transformation nach (91) und nach den den Orthogonalitäts- 
bedingüügeu entsprechenden Beziehungen zwischen den A^^' 
.(S.81 und 82) das skaiare Produkt: 

und ebenso 



(95) 



Der «nzelne Vektor 9 ^t infolgedessen zu Invarianten seinen 
absoluten Wert: 



151 = V&li 4- + %ii -f &Js H- -h %ly - (96) 
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nnd das Bkalare Produkt: 

(8r»*) = 2(8f*i8ir. + 8»i8F« + 8.r».y) • • W 

Man könnte zunächst daran denken, eine dritte Vektorart 
einzuführen, in deren Truisfonnationsfonneln die dreireihigen 

TJnterdeterminauteu Am als Koeffizienten eingehen. Wegen (69) 
^vurdeu diese aher wieder Vierervektoren. 

§ 11. Die algebraisohen Yektoroperationen. 

a) Addition und Subtraktion, Vektoren cfleirber Art 
werden addiert und subtrahiert, indem mm diese Operationen an 
ihren }voni|Hinenten vornimmt. Bei Vierervektoron ist die«? das- 
selbe, wie wenn man die sie darstellenden Strecken geoutetrisch 
addiert bzw. subtrahiert. In einer Vektorsuuime ist die Reihen- 
folge der Summanden gleichgültig (kommutatives Gesetz). Auch 
kann man sie beliebig in Teilsuumien zusammenfassen und diese 
addieren (assoziatives Gesetz). 

b) Die skalare Multiplikation ist schon im § 10 be- 
sprochen. ♦ 

c) Vektorprodukte. 

a) Aus Vierervektoren. Pas Vektorprodukt 

!B = iF0\ (98) 

ans P und 0, desaea Komponenten durch die Gleichung 



(J,k==x,y,js,l) ...... (99) 



definiert sind, ist ein Sechserrektor. DaO dem so ist, überzeugt 
man sich leicht, da nach (78) nnd (72) z.B.: 



wird, was mit der Tvansformation (91) übemnstimmt. Dieser 

Sechservektor ist aber insofern ein spezieller, als das skalare 
Produkt (SS*), wie die Ausreclmung nach (97) zeigt, identisch 
Null ist. Einfacher ^ i h sieht man dies, wenn man die durch 
P und 0 bestimmte Ebene als eine der Koordinatenebenen, etwa 
als a;/-Ebene, wählt« Dann ist nämlich nur von Null ver- 
achieden. (Ob man die /-Achse in diese £bene legen kann, b&ngt 
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freilich davon ab, ob sio auch zeitartige Richtungen enthält. Ist 
dies nicht der Fall, so wähle mau sie als ;ry- Ebene, was nichts 
Wesentliches ändert.) 

Das kommutative Gesetz gilt hier nicht. Vielmehr ist 

[PO] = ~[0PJ (100) 

Das Vektorprodukt [PO] stellt geometrisch das Parallelo- 
grMUm aus P und O nach Flächeninhalt und Umlanfssinn dar^ 
genau so, wie auch das Produkt [%^] ans zwei Raumyektoren; 
am einfachsten erkennt man dies bei der soeben beschriebenen 

Wahl des Koordinatensystems. Wählt man in der zu der ge- 
n Pinnton Ebene senkrecht stehenden Ebene (es gibt deren stets 
eine und nur eine, z.B. zur ici- Ebene die y^r-Ebene) zwei andere 
Vierervektoren W und X, so stellt die Summe 

m = [P<p] -h vpx] (101) 

einen Sediserrektor dar, ifx den (föSl^) Ton Null Tersehieden 
ist, desaen sechs Komponenten also keiner einsohrftnkenden Be- 
dingung mehr unterworfen sind; denn dann ist aufier Wzt auoh 
IByt von Null yersddedai. Der allgemeine Sechserreiktor wird 
demnach durch zwei zueinander senkrechte H&chenstfileke, jedes 
nach Inhalt und Umlaufssinn gewertet, dargestellt. Diese geo» 
metrische Darstellung hat Sommerfeld wmter ausgebaut, 

• ß) Ans einem ViererTcktor P und einem Sechser* 
Tektor 8f kann man ein Produkt [PflO bilden, welches zum 
Typus der Vierervektoren gehört; seine ft* Komponente soll sein: 

[PS]* = Pz 3. . + Pv Sfc y + i^. 3. , H- Pi 3fki {k = ir, (102) 
seine a/-Komponente hat also den Wert: 

Wendet man n&mlich rechts die Transformationen (78) und (91) 
an, so findet man als Faktor you P«8fci x.B. die Summe: 

«p.4;} + ai«^lj + «y)^5j ==--^y) • . (io3> 

[vgl (69)], als Faktor von Py^yi'. 

«Sf^ ^il + »i^ Ali + = A<{^ = — «<f> usw, 

so daß 

ist Damit ist der Charakter als Viereryektor bewiesen. 
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Ebenso ist der umj^ekehrte Schluß zulässig: Sollen in (102) 
Bowobl di« Gröfion P,, Py, P«, Pt ak die vier Ausdrücke [Pgr]« 
die Komponenten von Vierenrektoren sein, so aiftnen die Qfyk die 
Komponenten eines Sechseryektors bilden; denn soll wie in (103) 
A^\^ linear durch oej^ ausgedrückt werden, so sind die 

Koeffizienten der letzteren notwendigerweise die Unterdetermi- 
Danten zweiter Ordrum:: von A. • — • Man bc^rfntigt leicht, daß sich 
in dem ßkalaren Produkt der A'ierervektoren P und jP^fj 
swei Summanden wegen (BO) aufheben, so daiS 

(P[P8r]) =s (104) 

ist Das Vektorprodukt [Pgf] steht lomit auf P aeDkreeht, 
y) Ein VierarTaktor ist femer das Vektorprodukt 

P= [<Z>'FX1 (105) 

aus den drei Vierer Vektoren 0, W und X, dessen Kompo* 
nenten 

0„ O, 01 

usw. P| = — i 



P =— 1 



Wi 

2Lg Ai 



% 

Xff X^ Xg 



(106) 



lauten sollen. S^jtsen wir nimlleh Baoh (98) =: 8 n^d 

sehreiben wir (106) naeh (98) in die Form: 



X X'IJ 



= -•(«^ir»:iF+«» ww, 

•o sieht man» daß 

d.h. gleich dem Vektorprodukt aus dem Viererrektor ( — tO) 
und dem Sechserrektor 8* ist» Darin liegt der Beweis der Vektor* 
«igensohaft Ton [4^ V JIT). 

Das Vektorprodukt {0 WX} entspricht in mancher Hinsicht 
dem Vektorprodukt [98] aus zwei Baumvektoren IC und 8. 
Deuten wir die letateren als Strecken, so stellt [118] das aus 
ihnen gebildete Parallelogramm nach CM^ße, Lage und ünüaufs- 
sinn dar, insofern die Komponenten [98]c ^9^8« — usw. 
die Parallelogramme nach Ordfie und Umlaufssinn angeben, welche 
man durch Projektion des erstereu auf die Koordinatenebenen 
erhilt Ebenso ist i.B. [vgl. (81)]: 
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0, 

P. = ^P,W,W^ (lOZ) 

Xff Xg JL^ 

gleicli dem Inhalt des Parallelepipeds , welches aus den Projek- 
tionen der Vektoren d^, 'P", A auf den //J !;-Kauiji] sfebildet ist, 
und welches daher die l^rojektion des aua dtu Strecken O ^PJC 
Felbst gebildeten Parallelepipedos darstellt. Das letztere ist dem- 
nach durch Lage und Gnrö£e der geometrische Kepräsentaut des 
Vektorprodukt«» ^X], Das Vektorprodukt P stellt auf den 
Vektoren, ans denen es gebildet ist, in dem obigen, nickteuklidisdieii 
Sinne senkrecht; denn bereelinet man die skalaren Fk'odnkte (P0), 
(P9^) xaid '(PX)f so wd man auf Tierreiluge Determinanten 
.geführt, in denen zwei Zeilen übereinstimmen, so daß diese Pro- 
dukte identisch Null sind. Nun gibt es aber noch zwm derartige 
Bichtungen, welche einander entgegengesetst sind. Ebenso wie man 
dem Parallelogramm ans U und 9 «nen Umlauf ssinn geben muß, um 
[ftSB] eindeutig zu definieren, so muß man hier zu dem- analogen 
Zweck dein Parallelepipsd einen Sehranbensinn zuordnen. Wir 
setzen fest, daß P zu 4^, X so liegen soll, wie die ii^Achse 
zu den x-, y-, jp-Aohsen. Da wir im Baume stets Bechtssysteme 
aJs Achsenkreuze bmutzen, bedeutet dies: Es sollen die Vektoren 
0, Xm dieser Beihenf olge dno Bechtsschraubung um P dar- 
stellen. 

Da man einen beliebigen Raum mit beliebiger Annäherung 
in (hinreicheud kleine) Parallelepipede zerlegen kann, so können 
wir jeden dreidimensionalen Baum mit Schraubensinn als einen 
Vierervektor auffassen. 

Wie -unter « erwähnt, ist das Vektorprodukt ^ = PP'X'} 
nur ein spezieller Sechservektor. Da man aber nach (101) den 
allgemeinen Sechservektor 9S^ als Summe aus zwei derartigen Pro- 
dukten ® und S?, darstellen kann, so ist das Vektorprodukt 
— = — aufzufassen als vektoriello 

Sinnme aus zwei Käumen mit Sehranbensinn, d. h. ebenfalls als 
ein derarti^^os drei<limensiünales Gel)ilde. Da man — ? ~- <V 
setzen kann, so ist hiermit eine geometrische .Darstellung für das 
Vektorprodukt [P^y] gewonnen. 

d) Aus zwei Sechservektoren. Der VoUst&ndigkeit halber 
erw&hnen wir zum Schluß ein Vektorprodukt aus zwei Sechser- 
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▼«ktomii Ton welchem wir jedodi im folgenden keinen Gebrauch 
machen werden. Denken wir uns zunächst die Vektoren {Jf und & 
jeden durch eine einzige Fläche dargestellt, so kann es vorkommen, 
daß beide in demselben dreidimensionalen Raum liegen. In diesem 

Kaum kann man jede von ihnen nach (trölie und Umlaufssinn 
dnrch eine Strecke darstellen, welche auf iiir senkrecht steht, wie 
man dies stets in der dreidimensionalen V ektortheorie, z. B. beim 
Vektorprodukt tut. Diese Strecken bestimmen uacli Größe, 

JjH're und Umlaufssinn ein Parallelogframm , welches •sviederuin 
eiiitrt Secb<3ervf^ktor darstellt; er ist das Vekiurprodulvt [ryC^^]. 
Iii dem all«,fenieiiien Falle, daü sowohl ^ wie durch zwei Flachen 
dargestellt werden müssen , hat man diese Flächen paarweise so 
zusanmieuzufassen , wie je zwei in einem dreidimeuBioualen Kaum 
liegen. Man kommt auf dem genannten Wege so zu vier Vektor- 
produkten, deren Summe das Vektorprodukt bildet Für 
die Komponenten führen wir ohne Beweis als Beispiel die Formel an: 

§ 12* Yektorielle DUferentialoperatioBen. 

a) Ist q> öne ekalare Funktion Ton x, t, bo geht sie 
durcli die Sobetitationen (Ali) über in eine Funktion der Argu- 
mente 

d^sc^-i , <>x'-f... 

Infolgedessm ist 

d,h, man kann im Schema (78) P« durch durch usw. 

ersetzen. 

d (p d (p d (p d q> 

dx* ö7' äi' "ar 

sind somit die Xomponenten eines VierervektorSi den man als den 
Gradienten von (p {fgud tp) bezeidinet. Er gibt wie der drei- 
dimensionale Crradient Richtung und Gröfie des stärksten An- 
stieges der Funktion (p an. 

b) Man kann das Ergebnis von a) dahin aussprechen, daß 
die Operationen 
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d d a ^ 

57» 57' äi 

die Komponenten eines Bymboliflchen Yiererrektore V 
Die DiYergens von P 



dl 



d P.. d P. 



dP, 



dp 



dP^ 



dp, dP. 



(108) 



fvgl. (56) und (81)] ist dann dessen skalares Produkt mit dem 
Vierervektor P. Das bedeutet nur, daß der rechnerische Nach- 
weis der Invarianz dieses Ausdruckes genau so verläuft wie bei 
dem Produkt (P O) 

c) Bilden wir aus \7 iind einem Vektor P das Vektorprodukt, 
80 finden wir einen Sechservektor, die Kotation von P(9iotP), 
deren Komponenten nach (99) 

d d 



dP 



;,Ä = ir,y,4?,Z. . (109) 



dj dk 
PjPk 

etnd. Den dazu dualen Vektor (U 3 ) ] bczeicliTien wir als 9lo<* P. 

d) Dem Vektorprodukt aus dem Vierervektor \/ und dem 
Secliservektor 9" entspricht die „Divergenz" von ^iv fj, d. b. 
diese ist ein Vierervektor, dessen jk-Komponente nach (102) lautet: 



(HO) 



ans der VektoreigenBehaft von [Pfif] zwingend ge- 
soliloiaen werden "kann, daß f)r ein SecfaseiTekior ist» so anoh hier: 
Haben vir vier Auadrfieke von der Form (110), die sich als Kom- 
ponenten eines Yiererrektora transformieren, so mfisien sieh die 
flrik Schema (91) umrechnen. — Man besi&iägi dordi 

Einsetzen der Definitionen (106), (109) und (110) unmittelbar die 
Beebnnngsregeln: 

Dtv(^«vS)sssO (111) 

^/«y («•*• 10 s= 0 (112) 



e) Der Laplaceache Operator in vier Dimensionen 



(113) 
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(„Delta") entspricht durchaus dem Quadrat des Ryin!)olisc]ien 
Vektore V7. Er ist daher eine gegen die Lorentz- Transformation 
invariante Operation, d. h. if^t ein Skalar, DP ein Yierer- 

vektor. Dies zeigt sich aucli an den Hechnungsregeln : 

IHviFtfoid ip)=^ D(p (114) 

^fv(«itP) = r^ad(Dft;P) — DP, . . . (116) 

welche man ohne Schwierigkeiten rechnerisch nachprüfen kann 
Wir fügen noch hinzu: 

JDiv{ipY)= iplHvX + iY,rifa6 ip) . • . (116) 

f) Per Gaußsolio Satz. In drei I^ensionea sagt der 
6 au fische Satv aus, daß f&r jeden Baumvektor U 

ist, wobei rechts über die ganze OberÜäclie des Iiitegrations- 
hereiches der linken Seite zu integrieren und unter n die nach 
innen weisende Normale von d6 zu verstehen ist. Ganz analog 
lautet dieser Satz für vier Dimensionen, nämlich: 

^DivPdSss^jp^dS (117) 

Dabei ist d£ ein Element dx dy dz dl des vierdimensionalen 
Baumes, dS em Stück seiner dreidimensionalen Begrenzung und 
P» die SU dem Baume dS senkrechte, nach Inaen weisende Kom^ 
ponenta Ton P* Der Untersohiecl , daß im dreidimensionalen dS 
und d0 stets reell, im ▼ierdimennonalen aber stels und dS 
im slIgMoaeinen imaginftr ist, braucht uns nidit zu stören. Die 
Identit&t, wdche Cämchung (117) darstellt, ist, wenn sie fürs Beeile 
gilt, auch im Imaginftren richfag. Darum werden wir im folgenden 
ganz so sprechen, als ob l und damit dE und dS reell w&ren. 
Die auf S. 84 g^ebene DeBnition für das Senkrechtstehoi sweier 
Bichtungen aufeinander fordert dann, daß wir die jp-, y-, e- und 
7i|tiehtungen als im gewöhnlichen geometrischen Sinne aufnnander 
senkrecht betrachten. 

Wir beginnen mit dem Nachwds, daß (117) fttr einen un* 
endlich kleinen, parallelepipedischen Bereich mit den Kanten dx, 
dy, dg, dl gilt In diesem Falle sagt sie aus: 

fix (1 y dz dl nif P = — j P,. dS (1 18) 

Laue, BelatiTitttsprioxip. 8. Aufl. 7 
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Die beiden Seitf>n von der Größe dS = dydzdJ, v,'p\rhe zur 
a;-Acbse senkreckt einUi liefern nun zum Oberflächeumtegral den 
Beitrag 

-HP»)x''{P^)^+a»}dydBäl = äxäyäMd}. 

Addieren wir dazu die Beiträge der drei anderen äeitenpaare, so 
finden wir (118) bestätigt. 

Ist der Integ'rationsbereicli aber endlicli, so tmterteilen wir 
ihn durch (dreidimensionale) zu den vier Koordinatenräumen 
parallele Zwischenwände in unendlich viele, unendlich kleine 
Parallelepipede und stellen für jedes davon Gleichung (118) auf. 

Durch Summation finden wir dann links ^DwPdSt rechts aber 

heben sich im Flächenintegral die Anteile der Zwischenwände 
heraus. Denn jedes Stück davon tritt den beiden angrenzenden 
Parallelepipeden entsprechend zweimal auf; und zwar hat di© 
Normale n in beiden Fällen entgegengesetzte Richtungen, also P„ 
entgegengesetzte Vorzeichen. Übrig bleiben nur die Beiträge der 
Begrenzung des ganzen Bereiches, und sie ergeben gerade das 

Oberflächenintegral — ^P^dS, Vorausgesetzt ist dabei lediglich, 

daß der Vektor P im Integrationsbereioh überall endlich nnd 
stetig ist. 

Setst man 

P = — Iquö (ff 
so folgt ans dem Ganfisclien Satze nach (114): 

Jo9>rf2;==-J^^dS (119) 

g} ürnreobnnng Ton 9htP auf hyperbolisclieKoordi* 
naten*). Wir denten für den Augenblick jp, 7, y als reeUe^ recht- 
winkelige Koordinaten in drei Dimensionen. Die d>t 7*i y-Kompo-^ 
nente des Vektors ratU sind dann gleich 

Führt man statt x nnd I nun die Folarkoordinate i?, tp durch die 
Substitutionen 

X =: Bcostpt l = Bsinfp . . . • (120) 

*) Die Betrachtungen von g) werden erst in § 20 gebraucht und 
können' vom Leser vorläufig übergangen werden. 
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Pin , so sind flie Iviclituii^en der wachsenden H und (f in einem 
beliebigen Punkt P identisch mit den Kichtungen der x'' und 
2'-Achse eines Systems, welches gegen das ursprüngliche am den 
Winkel (p gedreht ist, so daß 

%B = n»cos9i-%»m9 STy = — HxStny-j-tUcos9? (121) 

sind. Daraus folgt dann bekanntlich, «laß die Eomponentea von 
rolfl nach JR; 9, jr die Werte haben: 



ro^^^^y— l^J J 



(122) 



Nun legen wir den Bezeichnungen p wieder die frühere 
Bedeutung bei. Die Substitutionen (120) führen dann auf dio 
„h}^erbolischen" Koordinaten Ii, (p, so genannt, weil It — const 
die Gleichung einer Hyperbel — tt' = const ist. Nur ist cp wie 
\ reiu imaginär, wenn wir Ii als reell voraussetzen, die Betrach- 
tung also auf Punkte beschränken, für die = x'^ — ^ 0 
ist. Dennoch sind auch hier die Richtungen der wachsenden 
Jt und (p in einem beliebigen Punkte P identisch mit den Rich- 
tungen der x'- und Z'-Achse eines Systems K\ das im Sinne von 
§ 9 um den imaginären Winkel rp gegen das System K gedreht 
ist. Denn ziehen wir durch I* die ilyperbtil x'^ — = -R*, ßo 

gibt ihre Tangente die Richtung an, in der bei konstantem E der 

— *■ 

Winkel (p wie V imaginär wächst, widirend offenbar die 
jr' -Achse ist Abgesehen davon können wir uns wie mnißf f) 
darauf berufen , daß die Gültigkeit solcher Umrechnungsformeln 
nicht aufhören kann , wenn wir l imaginär werden lassen. In- 
folgedessen setzen wir für die Komponente eines Vierervektors P 
die zu (121) analogen Gleichungen an: 

Pm = Pmeo8ip'-\'Pisintp P^ =s — P^. 9 -f Picoaip (123) 

Nun sind nach (109) die ?f/-, f/a?-, ir7-Koniponenten von 9iOtP 
uniuittelbar die Komponenten von rot % nach X, 7, //, wenn mau 21 
als die Projektion von P auf den i"///-I\auni aufiaiit, also 

F^ = %^, Py = %,, Fi = Ul, 

7* 
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also anöli 

setzt. Die Anwendung der GleicbuDgea (1^2; lehrt daiiD, daß 



1 



M d<p d y 

dp» ap^ 



_ 1 ( d{BP^) dP^\ 



(124) 



ist. Es yentehi sich von selbst, daß zu den beiden ersieren die 
Analoga 



bestehen, während 



bleibt. 



dp, dP. 



dy dz 



(125) 



(126) 



§ 13. WelttensoTen, 

Als Welttensor bezeichnen wir den Inbegriff von 16 Kom> 
ponenten 



2V# 










Tyy 






T zx 




Tzz 


Tzt 






Tu 


Tu. 



(127) 



(128) 



mit den sechs Syntmetriebedingungen 

Tjk = 2*/, 

wenn sie mit den Komponenten eines beliebig gewählten Vierer- 
vektors P in der folgenden Art zusammengesetzt: 

r*«P« + X»» Py -f Tu, P. 4- Tul P| = 0k 

wieder die E<miponenten eines Yierervektors 0 ergeben. Es folgt 
aus dieser Definition nach (78), daß 

0m = 2«« P« -|- Txy Py + Txr P» + Tgl Pl 



} 



(129) 
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(130) 



sein muß; wendet man nun auf usw. die Qleielnmg (129) an, 
und Botst man, ebenfalle nach (78): 

so findet man die Gleichheit yon zwei linearen Funktionen der 
Tier unahh&ngigen Veränderliehen Py, P«» Pi; die Koettzienten 
müssen in beiden fibereinstimmen. 

Die DorchfOhrnng dieser einfachen Beehnimg ergibt die 
Transformationsgleiohmigen ; 

-t- 2 {«?> r«. IT 4- «J> aj) Tjfv + «tf ^ «J^ 2> V 

+ «8>«?> r^^ + «!?>«?> r^r 4- «f>«V> r^^^ir} 

+ («tf ^ «S?^ + «i^^ <>) T,, V + (af) «(f) ^ «u) 
+ (Cef) «?> + «f ) «?>) IV^ + («f ) «?> + «f) «f ) 

usw. 

d. h. die Tensorkomponenten transformieren sich wie die Quadrate 
usw. und Produkte xy . .yz . . aus den Weltkoordinaten. Daraus 
folgt unter anderem, daü die Summe der Diagonalkomponenten 

Tmm + + Tt» + Tu 

entsprechend dem Ausdruck -\- y^ -\- e"^ -\- eine Invariante 
der Lorentz- Transformation ist. Dio Analojsrie zum symmetri- 
sehen Tensor p in drei Dimensionen ist vollkomuieu. 

ö ö ö d 

Da die Operationen , nach § 12, b) einen sym- 

bolischen Vektor bilden, so kann man die Definition (129) durch 
die Forderung ersetzen, daß ^tv T, d.h. der Inbegriff der vier 
Gröfien 

^^fcT ^^kv dTj^i 
^*«'*2'=-^^^ + -^ + ^-i--^^(& = ^,y,4r,0. (131) 

einen Yierervektor darstellen soll. Hiervon machen wir Gebrauch, 
um zu zeigen, daß wir zu einem Tensor T gelangen, wenn wir die 
Komponenten von zwei Sechaervektoren ^ und 6$ in der folgeudeu 
Art zusanmiensetzen: 
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- (<öA + ®Ä »if + 5^ + <^;* gj, » 

Denn es ist dann: 

gasy ^gy + g« l ®#I — gl y — g»I (^J< 

-mymu-mm. 



-hl 



+ 



gty + ®«.gu 



] 

] 



Führt hier nämlich die Differentiation an den einmal iinter- 
stoichenen Gfrößen ans, so findet man bei ihrer Addition nach (110): 



d^gy dO^ly 



dl 

die zweimal unterstrichenen geben analog 

Damit ist aber gerade ein Sechstel aller auftretenden Summanden 
Terbraucht; die anderen lassen sich entsprechend zusazomenfasaen. 
Bezeichnet man den durch (132) definierten Tensor T als das 

Tensorprodakt j^[g so gilt nach (102) die Rechnungsregel: 

^Jiv [[»«]] = K[^»'«'g.®] + M^«®.g]l. 

— l^iv g*. ÜJ*] — i^iv (iJ* g*J } j 

Da aber die Elammeransdracke rechts. Vektorprodukte aus je 
einem Yiererrektor und einm Sechservektor , d.lL seihst Vierer* 



(133) 
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Vektoren sind, so ist, wie zu beweisen war, T = |^[8r^]J ^in 
Tensor; allerdings ein spezieller, denn es ist die LiTBriante 

Txx -f- Tyy -f- -f- = 

weil sich in ihr von den 48 Summanden je zwei paarweise auf- 
heben. _ 

Die in diesem Absclinitt begründete vierdimensionale Vektor- 
und Tensoranaly^is lalit sich noch sehr viel weiter ausbauen. Es 
läLJt sich z.B. auilor dem Intefifralsatz von Gauß auch der von 
Stokes übertragnen, und der vermehrten Zahl der Dimensionen 
entsprechend kauu man noch andere auf Vektoren bezüglich© 
Integralsäl^ze aufstellen (vgl. die im Anbang zitierten Arbeiten 
von Sommerfeld). In diesem Buch können wir jedoch auf alle 
weiteren Hilfsmittel verzichten. 
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y. Die Elektrodynamik des leeren Raumes 

nach dem Relativitätsprinzip. 

§ 14« Die TrftiisfoTiiiation des elektromagitetlseheii Feldes 

im leeren Rauiiie« 

Wir haben im Abschnitt III die Lorentz-Transformation 
aus der Forderung der UnTeründerUchkeit der Wollengleichung' 
(22) abgeleitet. Das Relativitätsprinzip behauptet, daß-alle Natur- 
gesetze ihre Forin dabei behalten. Wir maclien rin© erste Probe 
darauf, indem wir untersuchen, ob die Grundp^loichunt^^un (Ja) bis 
(IV a) der Elektronentheorie bei passender Transformation der 
Feldstärken und in allen Systemen die gleiche (iestalt babeu. 
Der Nachweis ihrer Invarianz int erbracht, wenn es geHngt, sie 
in eine vierdimensional-vektorielle Form zu kleiden. Dies ist trotz 
(los Zusani iiieiilianges zwischen der \\ ellengleicbuns" < 22) und den 
Gleichuiigeu (ia) usw. keiueswej^s nur eine SclieiLi])ri t[je , da zwar 
die Wollengleichung aus ihnen, nicht aber umgekehrt diese aus. 
jener abzuleiten sind. 

Den Ausgangspunkt bildet die Transformation ^er Ladung e 
eines Elektrons oder eines Teiles von ihm. Beschleunigen wir 
ein solches vom Ruhezustand im berechtigten Sj-stem K auf di© 
Geschwindigkeit q, so gerät es dabei in den Ruhezustand, bezogeu 
auf ein anderes berechtigtes System K'. Wegen der Gleichwertig- 
keit beider iiiui) nach dieser Beschleunigung die Ladung e' bezogen 
auf K' denselben Wert haben, welchen sie vor der Beschleuni- 
gung im System K hatte. Nach § 5 [Glteichung (24)j ist aber e 
bezogen auf K unveränderlich. 

Daher gilt stets: 

e = e' (134) 

Die Elektrizitätsmenge bleibt bei der Lorentz-Trans- 
formation unverändert. (Dasselbe gilt natürlich für jedes 
Bestimmungsstück für den Zustand eines Körpers, welches bezogen 
auf ein und dasselbe berechtigte System durch die Geschwindig- 
keit nicht verändert wird.) 

Die Dichte Q ist der Qnoti>Tit r^ns der Ladung und ihrem 
Volumen ; infolgedessen transformiert sie sich wie der reziproke 



Digitized by Google 



— lOö — 
Wert des VoltiroenB, od«r da nach (31) 



inTariant Ut, 



wie |V2— 



Ersetzt man daher in den Werten , welche in 



(83) für die Komponenten der Vierergeschwindigkeit Y angegeben 
aind, den Nennw Vc* — durch den Faktor q/c im Zähler, so 
mnJS man wiederum zu einem Vierervektor gelangen; dieser, der 
„Vierersirom" P, hat die Komponenten 



p Q^¥ p 



Pi=i(f . (135) 



Für den Fall der <«pezi>llen Transformation (XI) ergibt sich daraus 
nach (78) und (71), daß 



9 = 9' 



1+ 



(i^ö) 



Vi - ß' . 

ist. Der Viererstrom fSllt in der Richinng mit der Weltlinie der 
Ladung snsammen, ist also aeitartig. 

Die Ghundgleichungen (Ha) und (Illa) kann man folgender- 
maßen schreiben: 



dx 



'^Hy dz dl ^e^^ 
. d^s dii&y 1 



dx 



-dl 



dx 



(137) 



Die linken Seiten haben die Ge.stalt der Komponenten der Di- 
vergenz eines Sechservektors [vgl. (IIO)J, die rechten bilden die 
Eomponenten eines Vierervektors. Sollen die üleichungen (137) 
gegen die Loren tz-Transformation invariant sein, so müssen 
nach § 12, d) notwendigerweise die sechs Größen : 



(138) 
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die Komponenten eines Secbservektor;; , des ^Feldvektors** Wir 
bilden; dessen absolnter Wert [vgl. (96)] 

Wl = V.^J2 _ (139) 

und das skalare Produkt [vgl. (97)] 

(att»i*) = — 2«(ig$) (140) 

sind Invarianten. Die Gleichungen (137) nehmen dann die Form 

^ivm=^p (xin) 

an. 

liurch (91) ist nach (138j die Transformation für ^ und 
festgelegt. Sollen alle (ileicliungen (la) bis (IV a) gegen die 
L 0 ren tz -Transformation vermöge dieser Transformation invariant 
sein, so müssen auch die bisher nicht benutzten Formeln (la) 
und (IV a) durch die Eiufübrung des Sechservektors 9Ui nach (138) 
eine vierdimensional - vektorielle Gestalt annehmen. In der Tat 
lassen sie sich zusammenfassen in: 

^ivWt* = 0; (XIV) 

denn sie lassen sich schreiben : 



dz ^ dl 

da^;~^ dy ^W~^ 

dx dy dz ~~ ^» 

und nach (93) und (138) ist: 

Damit ist der Beweis der Invarianz der Feldgleichangen 
(la) bis (IV a) gegen die Lorent^-Transformation ge-^ 
liefert. 

Die aus (91) und (138) folgenden IVansformationsformeln 
für die Feldstärken 4S und ^ wollen wir für den speziellen Fall 
der Transformation (XI), daß n&mlich die d?- und o?- Achse beide 
der Belativgeschwindigkeit D des Systems K* gegen K parallel 
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sind, hinsebreibeD*)* In diesem Falle treten die Gleichungen (92) 
in Kraft; also: 

(5, = C ^, = 



(141) 



Die Zerlegung des elektromagnetischen Feldes in einen 
elektrischen und einen magnetischen Anteil hat danach 
nur relatiTe Bedeutung; für Jedes berechtigte System ist sie 
anders Torsunehmen. Z.B. sind Felder, welche von einem System 
aus betrachtet rein elektrisch oder rein magnetisch sind, fttr alle 
anderen Systeme gemischter Natur. Der physikalische Grund 
dafür ist, daJi man bei UntersuchuDg eines elektromagnetischen 
Feldes mit elektrisdi geladenen Probekörpem und Magnetnadeln 
deren Bewegungszustand mit in Betracht ziehen muß; der letztere 
aber wird von Tersohiedenen Systemen aus natürlich Terschieden 
beurteilte 

Ist im gestrichenen System ein rein magnetisches Feld $f 
vorhanden, 'so bedeutet dies für einen im ungestrichenen ruhen- 
den, also gegen das gestrichene mit der Geschwindigkeit q'= — o 
bewegten Körper in seinem Buhsystem ein elektrisches Feld, das 
nach (141) nach Größe und fiichtung durch 

= 0, (2, = yi^^, = — Vi_^' 

gegeben ist. Dariu liegt die Erklärung des Wien sehen Versuches 
(>; 2); zum Nachweis des Faktors , ^ — reicht dessen Genauig- 

keit nicht ann&hernd aus. 



*) Bei der TransformatioTi (XI) fallen (V\c TUcbtnDg-en von .r' 
und X, y' und it , z' und r zn' imaueD, so tlaß mau statt Ö^, usw. 

schreiben kann. Bei der alJgemeinen Transfurmatiou (Xll) wäre dxi- 
gegen zwischen deu Indices x' und x zu untei'scheiden. 
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Um die Einfachheit der vierdimeusionalen Vektorrechnung 
hervortreten zu lassen, wollen wir aus der Gleichung (XTTT) das 
Gesetz von der Erhaltun*^ der Elektrizitätsmenge ableiten, obwohl 
diese Ableitung gegenüber den Betracbtungen von § 5 sachlich 
nichts Neues bietet. Nach der Eechnungsregel (III) folgt aus 
(XIII) unmittelbar 

JHvP^J)hJivWt = 0 (141a) 

und dies ist die vierdimensionale Schreibweise der Kontinnitäts- 
gleichuug (23). Denn sie sagt nach (lOÖ) und (135) unmittel- 
bar aus: 

Ein materielles Voliimenelement d V ist nun in der Welt durch 
eine Weltröhre dargestellt, welche aus der Gesamtheit der Welt- 
linien df'r Punkte von ö T besteht. Aus dieser Weltröhre schneiden 
wir durcli zwei ebene, zu beliebigen zpitartigen Richtungen senk- 
rechte (dreidimensionale) Querschnitte einen gewissen Bereich aus 
und wenden auf ihn den Gau IS sehen Satz (117) au, welcher hier 

--jDivPdS =^ \P„dS^O .... (U2) 

ergibt. Dies Oberäächenintegral setzt sich sasammen ans dem 
Anteil des Röhrenmantels — dieser ist aber Null, weil P die 
Richtung der Weltlinien hat, somit P„ = 0 ist — • imd aus dem 
Anteil der beiden (^nerschnitte. Um ihn für den ersten Quer- 
schnitt zu berechnen t wählen wir als Bezugssystem dasjenige^ 
dessen Zeitachse zn ihm senkrecht ist. Dann wird 

P„ = Pt = ?^, ^PndS = i^QdS = iQÖV, 

Für den zweiten verfahren wir analog und finden bis auf das 
Vorzeichen auch dasselbe Resultat. Das Vorzeichen ist aber Ter- 
schieden, weil jetzt die in das Innere hinweisende Normale fi zur 
negativen Zeitachse parallel, also P».= — Pp = — ip' wird. 
Gleichung (142) sagt somit aus: ^dFs= p'dF', d.h. daß die 
Mektrizit&tsmenge V, welche in d F enthalten ist, für afle Zeiten 
und alle Bezugssysteme den gleichen Wert bat. Sie vereinigt die 
Gesetze von der Konstanz und von der Invarianz der Elektrizitata- 
menge. 
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§ 15« Die Truiafarinatioii der Kraftdichte^ Energie« 

und Impnlasftto« 

a) Die Viererkraft. Die Dicbte der ponderomotoriBclien 
Kraft ist naoli (IX a): 

5= + (IXa) 

Auch diese Gleidiiiiig boU in jedem berecbtigien Bezugssystan 

gelten. Die Transformation der Feldstärken (S nnd sowie die 
der Dichte Q und der Geschwindigkeit q kenneu wir. Wir können 
also hieraus die Transformationsformeln für ^ ableiten: Von dem 
Yektorprodakt [PSK] lautet nach (102), (135) und (138) die 
4^Komponente: 

es sind daher die räumlichen Komponenten: 

[PaR], = g„ [P^ij, = ^yy, [P9»J, = g, . . (143) 

dagegen wird die viertCi zeitliche Komponente unter Berück- 
eichtigung T<m Becbnungsregel yi 

[PSW], = P^mu + Py^J-b P. 3)2, , ^ (q d) = (q g) (U4) 
Die »Viereykraft«*) 

F = [PS»] (146) 

stellt also in ihren drei rftumlichen Komponenten die Kraftdichte 
§, in ihrer ii*Komponente dagegen die Leistung dw lüraftdichte 
dividiert durch c dar; dies gilt in allen berechtigten Beaugs- 
systemoi,. Die Yektoreigenschaft von F regelt somit das 
Verhalten der Kraftdichte Sf bei einer Lorents-Trans- 
iormation. Aus der Bechnungsregel (104^ folgt: 

(PF) = {PIPW\) = 0 (146) 

Die Viererkrirft steht also auf dein Viererstrom und damit auf der 
Weltliuie der Ladung senkrechti sie ist daher ein raumartiger 
Vektor [vgl. § 10 a)]. 

*) F «oU das griediiMhe Digamma sein. 
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Ans der Vektoreigenacliaft von F folgt fftr die spezielle 
Transformatioii (XI) nach (71) uad (78): 



Sf = s;. & = ö. 



(U7) 



Für die Gesamtkraft 

Ä=: JgdF ........ (148) 

welche auf ein System gegeneinander ruhender Ladungen aus- 
geübt wird*), gehen daraus wegen 



[nach (36)] die Formeln hervor: 



— Oitf 

* c* 



und für ihre Leistung: 



(U9) 



(löO) 



Die Gesamtlcraft ^ hat nach (148) nicht die Eigenschaft, sich zu 
einem vierdimensionalen Vektor ergänzen zulassen, weil keine 
Invariante der Transformation ist. [Vgl. Abschn. VII, § 26, b)]. 

Bei der Anwendung der Formeln (145) und (150) ist aber die 
folgende Einschränkung zu beachten: Die Integration in (148) 
ist für denselben Zeitpunkt t zu vollziehen. Stellen in Fig. 9 die 
parallelen Geraden Xj X[ und X2 Xa die Weltlinien der Endpunkte 
eines Stabes dar, so findet man die Kraft ^ im System K durch 
Integration längs einer zu XiX^ parallelen Geraden von ihrem 



♦) "Wenn q' bei der Intf/?ration nicht als konstant zu betrachten 
ist, so gelten die Gleichungen (149) und (150) offenbar nicht. 
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Schnitt mit X\ hh zu dem mit X2X2 (/. H. AB), dagegen be- 
zieht sich 1^' im System A' auf eine Parallele zu Xo (z. B. .4'^'). 
Im allgemeinen, wenn die Viererkraft F eine beliebige Funktion 
der Weltpnnkte ist, besteht demnach überhaupt keine Beziehung 
zwischen .Vt und St^ Nur im 
stationären Falle, wenn sich 
der Zustand in einem mate- 
riellen I^viiikte nicht ändert, 
d.h. wenn F aul' dtui (zu X, XI 
parallelen } Weltliiiien der letz- 
teren konstant bleibt, gelten 
die Transformationen (143) 
und (150) streng; angenähert 
aneh dann, wenn man aber 
zwei Bidi schneidende Quer- 
seimitte (wie AB nnd Ä'Jff) 
integriert, und .F sich ani 
Strecken Ton der Grdßenorduung von AA' und BB' nur unmerk- 
lich Ändert. Natürlich iplt diese Einschränkung auch für die 
Transformation mancher anderen GhröCen, s. B. lAfit sich Glei- 
chung (31) im allgemeinein nur auf nnendUch kleine Volumelemente, 
nicht aber auf endliche Volumina anwenden« Allgemeingültige 
Transformationsformeln lassen sich stets nur für QrdJIen aufsteUen, 
die sich auf einen bestimmten Baum- und Zeitpunkt (Weltpunkt) 
bessiehen. 

h) Der Welttensor T. Wir erwähnten in 3 daß der 
Kraflaiisatz (IX a) von dem Ausdruck der Energiediclito (Villa) 
des Energieprinzips wegen nicht unabhängig ist. Wir woll» n 
jetzt zeigen, daß dies Prinzip erfüllt ist, und fassen zu diesem 
Zweck deu Weltteuöor 

r=[[»is»]] (XV) 

(vgl. § 13) ins Auge. Daß die Viererkraft mit ihm durch die 
eirichung T=-JH,T (XVI) 

verbunden ist, pelit nach der RechnuBgsregel (loci) aus den Feld- 
gleichunpfen (XTTT) und (XIV) unter Berücksichtigung von (l'iöj 
her\^or, da aus liiuen „^^-^j» ä [P)»] 
folgt. 
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Wir stelien zunächst die Werte der Kompoueriten von T, 
wie sie sich aus (132), (138) und (138a) ergeben, zusammen, 
üutec Seriicksichtiguug Yon (19) und (X) finden wir z. B.: 



oder scliematisch geschrieben: 



= — TF 



Pxx pxy pzx 
Pyx Pyy Pys T®y 



pzx Pty Pzt 



(151) 



* 

e) Der Energiesais. Zur Diskussion der Gleicliung (XVI) 
beginnen wir mit der 2 -Komponente. Führen wir statt l nach 
(55) die Zeit i und statt Fi die Leistung (qgf) nach (144) ein, so 
finden wir: 

•^ + («)8) + <J<»® = 0 ..... (163) 

Die beiden ersten Summanden geben die Zunahme der gesamten 
linergiedichte pro Zeiteinbeit an, da die Arbeit (q'$) in andere 
Energiearten umgesetzt wird. Das Energieprinzip ist also 
erfüllt, wenn man die Bedeutung des Pointingschen 
Vektors als Diohte der Energieströmang beibehalt. Der 
Energieansatz (Villa) gilt in allen berechtigten Besnga- 
systemen. 

d) Die Erhaltung des Impulses. Doch enthält Gleichung 
(X^n[) mehr; ihre Aussagen über die drei räumlichen Komponenten 
kann man nach (143) und v" in die dreidimensionale Vektor- 
gleichung 

zusammenfassen. Die Gesamtkraft, welche auf die in einem ab- 
gegrenzten Kaum vorhandenen Ladungen von den außerhalb be- 
findlichen ausgeübt wiid, ist daher 
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Wir zerlegen Bie in zwei Anteile: 

Äi = - \\>it>pdS, ^2—-^§ij<BdS' . (156) 

BeTieicTinen wir ferner mit .^^ die Kraft, welche umgekelirt die 
Ladungen des Integration.^gebietes auf alle anderen ausüben und 
nehmen wir an ihr die entsprechende Zerlegung in und 
vor, so folgt, daß 

-f ^« = 0 (156) 

iet. Nach Bechnangsregel | findet man nämlich; 

Ä, = jpndtf, (157) 

das Integral erstreckt sich über die ganze (3Lerfläche des ab- 
gegrenzten Bereiches; und die entsprechende Komponente von 
orhält man offenbar, -wenn man die Kichtunf]^ der Normale n, d.h. 
nach v' das Vorzeichen von umkehrt, gehorcht also dem 

dritten Newton scheu Axiom, der Gleichheit von Wirkung und 
Gegen Wirkung. 

Die Kraft St wird, bo wollen Mir annehmen, durch die Elek- 
trorirn auf ponderable Körper übertragen, deren ]iiechaiii.->cher 
Impulä ist. Wir wollen ferner voraussetzen, daß diese Körper 
nicht über den abgegrenzten Bereich hinausragen. [Die zweite 
Annahme hat (vgh den Anhang unter c) zur Folge, daß 

wird, da nacli p' z.B. 

j(.g. + ^(9xq.) + |^(3.q.)^^(S.q.)>S 

und die Geschwindig]<eit q der Körper an der Berandung des 
Integrationsbereiches Null wird.] Wir b^alten nun in der Kela- 
tivit'itF^theorie wie das Energieprinzip so auch den ImpulsBatz: Die 
Kraft ist gleich der Zunahme des Impulses des Körpers , auf den 
sie wirkt, d. h. 

Lau«! BelfttiTiMttpriiislp. S.Aufl. 6 
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(vgl. § 1), als ein gesichertes Ergebnis der empirischen Forschung 
bei. Wie sich © berechnet, ist freilich noch eine offene Frage 
(Abschnitt VII). Jedenfalls folgt, daß in allen Fällen, in denen 
nur in Frage kommt, z. R bei allen stationären Vorgängen, 
die Summe aua ® und dem Impnls ®<* der außerhalb des Inte- 
gratlonsbereichee Hegenden Körper 

= consi (159) 

lati d. h. der gesamte Impuls bleibt konstant. 

Ganz anders verhält es sich mit der Kraft Sie läßt sich 
nicht durch ein Oborflächenintegral ausdrücken, verletzt deshalb 
im allgemeineT^ da? c'enannte Newtonsche Axiom und den Satz 
von der Erhaltung des mechanischen Impulses'). Das erstere ist 
in der Tat in der Elektrodynamik nicht aufrecht zu erhalten 
(vgl. § 4). Den Impulssatz dagegen kann man retten, wenn man 
dem Felde erneu ^elektromagnetischen Impuls'' (^e mit der 
Dichte 

8« = | = i[<£« (160) 

suBchreibt. Denn ersetzt man in Gleichung (164) St durch 

und durch so findet man nach (155): 

oder nach (156): 

@ + @e+ ®2 =: comf (161) 

d. h. die Summe aus meehanischeni und elektromagneti- 
schem Impuls ist konstant [Abraham]^). Die Kraft hat 

nach dieser Auffassung nicht nur die mechanische Trägheit 
zu überwinden, welche sich der Vergrößerung des mechanischen 
Impulses @ widersetzt, sondern auch die elektromagnetische, 
welche der Veränderung des elektromagnetischen Impu]''ep (^V. ent- 
gegenwirkt. Die pouderomotorische Wirkung ist die Summe von 

Sti und der »elehtromagnetiscben Trftghdiakraft*' ^ *), 

*) Im leeren Raum ist die Gesamtwirkunp, wie aus (IX a) hervor- 
geht, wegen ^ = 0 stets gleich Kall. l>ie Maxwell-Hertzsche 
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Aus (153) wird nach (160): 

8==-btop-^ (161a) 

e) Die Erhaltuii^^ des Drehimpuises. In der klassischen 
Mechanik hat der Impulssatz sein Analogon in dem „Flachensatz", 
der die Konstanz des Drehimpulses !0 ausspricht. Nennen wir t 
den Radiusvektor von einem beliebigen festen Anfangspunkte nach 
dem Orte das materiellen Volomelementes Ö V, und bezeichnen wir 
die Masaendiehie mit so ist dort 

8 = JfcMäF = J[tg]«F (162) 

da die Lnpnlsdichte g = /:q ist. Das Drehmoment 

9l = J[rgjÖF, (16iJ) 

welches auf die Körper des IntegratKonsbereiches ausgeübt wird, 
BUkt mit 8 in dem zu (158) analogen Zusammenhang 



^ 'dt ~~ dt 



j[tö]^F = J[r£]aF , . . (164) 



Übrigens sind diese beiden Erhaltungssätse insofera nicht gleich- 
wertig, als man den aweiten aus dem erateren ableiten kann. 
Aus der Ol^chung 

«_d« 

folgt nämlich, durch die Anwondong auf ein unendlich kleines 
matenelles Volomenelement d V, 

also 

(166) 

Nach (165) ist aber (164) eine Folgerung aus (163). 

Wir wollen in die Relativitätstiieorie dieDefinition (163) für das 
Drehmoment übernehmen und finden dann nach (161a)*): 



Theorie kannte nach (IX) nur die Kraft i?,, behielt also eine ponrero- 
motorisobe Kraft TOm Werte ^ auf die Yolameinheit des Takaums 
übrig (vgl. § 4). 

*) Die BezeichnnTigen imd (f F können in (163) und (166) mit- 
einander vertauscht werden. [Vgl. den Anhang unter a).J 

8* 
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. . . (166) 



Das erstere Integral ist nach 

92i J[r, btoridS = |[t^>JJtf . . .(167) 

e«: ist das Piehmoment der in (157) zu zusammengefaßten 
Flächenkräfte. Wie "wechselt nur sein Vorzeichen, wenn wir 
nach der Gegenwirkung auf die außerhalb des Integrationsbereiches 
liegenden Körper fragen. [Wir setzen wie unter d) voraus, daß 
die Körper im Integrationsbereich uicht über dieae Grenze hiii-> 

ausragen, so daß = wird.] Soweit der zweite Smnmaiid 

in (166) fortfällt, gilt also nach (167) analog zu (159) der „Flächen- 
satz" : 

^ (2 -i- £«) = 0, e -f = Const. 

Im allgemeinen muß aber diese Gleichung' durch Einführong des 
,}6lektromagne tischen Drehimpulses** 

= J[t9«]<*S (168) 

ergänzt werden. Da nach (166) und (167) 

ist) gilt nun, daß die Summe aus beiden Drehimpulsen 

S -i- + -f = Const 

ist. 

f) Transformation der Energie, des Energiestromes 

und der Spannnii c^pn. Die Gleiclmngen für die Transformation 
do3 Tensors p der Maxwellsclien Spannungen, des Pointing- 
sclien Vektors (S und der EnergiedicLte W ergeben sich nach (151) 
aus den in $ 13 angeführten Kegeln (130) für die Transformation 
des Welttensors T. 

hn Falle der speziellen Transformation (XI) gelten £vgL (71)J 
die Formeln (IGÜ) (a. f. S.). 

Man bestätigt sie am einfachsten, indem man nach (71) die 
Quadrate x- usw. und Produkte xy usw. der Weltkoordinateu 
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Px» 



Pv» Pyy — Pyy Pt» — Jfc« 



1— i 



4- ^ 



(160) 



iransfomiiert , und dann jedes Produkt oder Quadrat jk {J, k 
= «,y,iP,i) durch Tjt ersetzt*). 

^cken wir auf dieEntwickelungen dieser beiden Parasiraphen 
zurück, so können wir sagen: Schon die ursprün^cbe J^lektronen- 
iheorie hatte sich trotz ihrer Ätberhypothese in ihren elektro- 
magnetischen Grundgleichungeu eine dem Ein stein sehen Eelati- 
vitätsprinzip gehorchende Grundlage geschaffen; darauf beruht 
ihr bleibendes Verdienst um die F^lpktrodynaniik der bewegten 
Körj:)er. Nur muß man, um dies voll hervortreten In^^en, 
noch die Einstein sehe Kinematik und, wie wir später sehen 
werden, die dazu gehörige Mechanik hinzunehmeu So ist die 

*) Die formale Abhäufpigkeit tob der spedeUen WaU der Aehien» 
kreuae in K und K' fällt forfe, wenn wir scbreiben: 



(170) 



Die l^ichtiglceif; dieser Beziehungen bestätigt man, indem man die 
Achseu wie oben 'wählt und für das Vektorprodukt [fp'] den aus if 
folgenden Wert einsetet 

**) Barin, daß die neue Kinematik und Mechanik von der älteren 
vielfach nur in Größen zweiter Ordnuncr abweicht, liegt der Grun«\ 
daß die Elektronen theorie alle Versuche über Einüüsse erster Ord> 
nung erklären konnte. 
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AnffasBiuif berechtigt» daß der MiobeUonBeheVersueb gar nicht 
eine elektsomagnetaBch-opÜBche Frage entsehndet, sondern eine 
rein mechanisdhe, n&mlich, ob die Dimenaionen eines Körpers 
dorcb die Bewegung Terändert werden. Eine analoge Anftassong^ 
l&ßt sich auch bei dem Tronton-Nobleschen Versuch durch- 
führen (§ 17 f). 

Zu der Stmtfirage: Beruht die gegenseitige elektrodynaimacbe 
BeMnflnssung der Körper durch den leeren Banm auf Femwirkung^ 
oder auf Übertragung durch einen „Ätiier"? aber ist su sagen: 
Die swdte Alternative widerspricht dem Relatiritatsprinnip (TgL 
§ 1); dennoch gönnen wir auch der ersteren nicht sustimmm» 
zwischen den Körpern besteht Tielmehr etwas physi- 
kalisch Wir kl i c Ii es, das elektroma gn etische Feld, welches 
trota seiner Loslösung TOn aller Materie Energie, Be- 
wegungsgröÜe und Spannungskr&fte*) enthält nnd ihre 
Übertr agung von einem Körper zum anderen vermittelt. 
Jene viel umstrittene Frage umfaßt also gar nicht zwei konträre 
Gegensätze, sie übersieht vielmehr die dritte, tatsächlich zutreffende 
Möglichkeit. ' 

Zugleich zeigt sich der Wert des von Minkowski geschaffenen 
mathematischen Rüstzeuges im hellen Lichte. Enthalten doch 
die vier Gleichungen (XUS) bis (XVI) 

Jiv^Dt = P, ^iv m* = 0, F=i^ Jiv T, T = [[2R2R]] 

die ganze atomistisohe Elektrodynamik einsohließiich 

des Nachweises, daß sie den Sätzen von der Erhaltung 
der Energie und des Impulses, sowie dem Relativitäts- 
prinaip genügt. 

§ 16. Anwendungen. 

a) Aberration und Dopplersclifts Prinzip. Setzt man 
in den üleichungen (20) und (^21) £ ^ = 1, so findet man 

*) Die Elektronentheorie . tetraehtete die Uazw eil sehen Bpau- 

nunf^en als eine nur mathematisoli zweckmäßige Fiktion. Die Eela* 

tivitätstheorie hat nach (161a) allen Grund, ihnen dieselbe Realität zu- 
zuschreiben, wie der elektromagnetischen Bewegungsgröße; Eribt der 
Teusor p doch im leereu llaume, wo Q ~ 0 ist, die ,tStiömuii^ die^ier 
Bewegung8gr&0e" an [Plane fc*)]. 
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die folgende Darstellung einer ebenen Welle von der Schwinguagl- 
aabl V im leeren Baume, belogen vat «in berechtigte« System K't 

"W'obei die Richtung des Strahles durch seine Neiijung d"' gegen 
die a;-Kicittuug und das Azimut (p' bestimmt ist, iüdem 

€0$ = ^ «m 9' i ^ ' ^ 

geseilt worden ist Schreiben wir (171) nach (138), (139) und 
(140) in die gegen die Lorentz-TranBiormation inTariante Form 

3» = 3»o3*»0. 2W* = 0, (3»ä»*) = 0. .(173) 

so sieht man einmal, daß die Ton Ort und Zeit abh&ngige Funk- 
tion 0 äne Invariante sein muß, und sweitens, daß in jedem 
Beaugssystem (S^ = (^o^o) = 0 ist Da vermöge der Linearitat 
der Lore ntz -Transformation 0 in jedem System eine lineare Funk- 
tion der Variablen je, y, ir, i also von der Form: 

Ö i= 2 » v |< — cos d- sin ^ (jf cos ^ -\- ß sin y)^J 

ist, so ist eine elektromagneÜsohe Welle in jedem System dne 
ebene Welle^ wenn sie es in einem System ist 

Ersetst man in der Gleichung für & gem&ß (XI) x*, y\ t\ t 
durch jP, 1^, jp, % so findet man: 





Vi-/i- 



/. + con »0 3? -j- gm .7^ V i — ji' (.V coa -|- z sin y,') ^ 

c(i-h>cM*') r 

Die Koeffizieuten der vier miabluliürigen Variableu niujsseii 
iu den beiden letzten Cileicliungen übereinstimmen. Daraus lolgt: 
Die Scbwinguugszahl, bezogen auf das System A', ist 

• = vl±g*l; (,74) 

die Richtung des Strahles aber ist in demselben System durch 
die Gleichungen 
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l-{-ßC08{^} 

bestinimt. Die erste dieser Gleichungen sagt aus: Die Ebene 
durch den Strahl und die Geschwindigkeitsrichtung bleibt erbalten* 
Andere Formen der letzten Beziehung sind: 

Die letziare eignet sich zur geometriseben Konstruktion. 

Ist nämHch in der Fig. 10 Ji BAC =^ K = 1, so ist 
AC = eos^\ BC^B E = sin^' . W&hl t man ferner CE=zß *), 

EF=ED Vi — j5« = «m^' Vi — i^*, so ist 2C FAE = 

Verändert sich so beecbreibt 
der Punkt F eine Ellipse 
~| deren Scbeitd^ist. Sendeteia 
im Bezugssystem K' ruhen- 
der Hzstem der Erde (System 
K) Licht SU in der Richtung 

AB, 80 hat dieser Strahl 
für den Beobachter auf der 

Erde die Richtung AF. So 
findet die Aberration ihre Er- 
klärung. Mit der elementaren, 
der Beobachtung angepaßten 
Theorie stimmt diese Kon- 
struktion überein, wenn mao 
zwischen denFunkteni) und nicht zu unterscheiden braucht; d. h. 
wenn man gegen 1 vernachlässigen kann. Die Besonderheit 
des Instrumentes , mit dem man 9 bestimmt, ob man z.B. das 
Fernrohr mit Luft oder "Wasser füllt, spielt gar keine Rolle dabei. 
Femer wird die ■wahrgenommene Schwingungszahl V durch die 
Eichtung des Strahles beeiufluüt. Vernachlässigt man Glieder 

zweiter Ordnung, so kann msa in (174) ßcos^* = — eo89^ = ^ 

setzeui wenn r die Richtung ÄF bedeutet, und findet dann: 




*) Vorso^aetzt ist > 0, d, h. )> hat die Biebtang anderen- 
fUla liegt E zwiachen A und C, 
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" = "'(1+7)- 

Die Tlioorie steht daher in Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen. Der Dopplereffekt verschwindet nicht — darin 
liegt ein vieUeicbt noch einmal experiment«!! nachsuprüfender 
ünterscliied gep:en die älteren Theorien — , wenn man senkrecht 
auf die Bahn der Lichtquelle blickt (coad" =; 0, eo^O' = — ß)i 
vielmehr ist dann v = i/ ^1 — 

Um die Transformationsgleichung für die Amplitude zu ßndeD, 
l&ßt sich jede der Gleichungen (169) anwenden, da jede Kompo- 
nente des Welttensors T in d und ^ quadratisch, daher hier 
vegen =s ^ xa. proporüonal ist. Z.,B. ist nach (X): 

s= aisin» Ö{cos((£oy)<»»((5o*) + CM(ft»y)coÄ($o')}. 

Nun Hegen aber die Biobtungen von (S^, <B gemäß (19) zu- 
einander wie die «-Achse; infolgedessen ist nach den Ortho- 
gonalit&tsbedingungen nnd (172): 

cos a^Qi/) coä (Q^o'^) f cos ($oy) cos (^qz) = — cos {<Bp) cos e) 

= — sin^ 0" cos (p sin (p. 
pyz — — 6o sin!^ @ sin^ & cos (p sin (p. 

Die entsprechende Formel gilt im gestrichenen System. Da aber 
pyg =: pyg Ut, folgt tmter Berücksichtigung von (175) und (17Ö): 

~ ~ ~" — (1— /»COÄ*/ I 

Ruht in K! eine nach allen Seiten gleichmäßig strahlende Licht- 
quelle, d.h. ist die Intensität ihrer Strahlung von der Rich- 
tung unabhänofig, so f^trahlt sie, bezoiGfen niif das System K, in 
welcliem sie sich bewogt, unter sjiitzem Winkel zur Kichtung 
ihrer Geschwindigkeit t> (COS^'^O) mehr Energie aus als unter 
stumpfen Winkeln dazu. 

b) Die Reflexion am bewegten Spiegel. Auf einen 
ebenen, im System rubeuden Spiegel fällt ans dorn leeren 
Raum eine ebene Welle unter dem Einfallswinkel ti-'f- I^as Re- 
flexionpgeäetz sagt bekanntlich aus, daß der gespiegelte Strahl 
in der Einfallsebene liegt, und daß der Reflexionswinkel ~ 
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ist. Die SchwingangsskU ist in Mden Strahlen diesellM; di« 
Intensität j®.^ ] des gespiegelten beredmet eidi aus der des ein- 
fallenden |®^| nnd dem BeflexionBTenuögen Z7 gemäß der Gleichung 

= U[(^^\ ........ (178) 

Wir fragen, wie sich diese Gesetze ändern, wenn man den Spiegel 
bewegt, nnd zwar wollen wir ihm zunächst eine Geschwindigkeit 
parallel zu seiner Ebene zuschreiben. 

Wir führen dazu die Transformation auf ein anderes be- 
rechtigtes System K durch, zu dem £P eine Geschwindigkeit tan- 
geutieil zur Spiegdfl&che besitzt. Peren Eichtung bildet mit den 

Richtungen des einfallenden 
und des gespieg'elten Strah- 
les in den gleichen 
Winkel '9"^, weil die Spiegel- 
üäcbe die Svnmietiieebene 
zu diesen Richtungen ist. 
Da nach (17ö) aus der 
Gleichheit zweier Winkel ■9" 
im oinen System andi clu! 
Glrii'liiieit der entsprechen- 
den Winkel im anderen Be- 
zucfssyttem folgt, so bilden 
auch in K beide Strahlen 
mit der Geschwindigkeit 
denselben Winkel. Ver- 
lagert werden zwar bei der 
Transformation die Ein- 
fallsebene und die Spiege- 
lungsebene, doch 80, daß beide Ebenen miteinander identisch 
bleiben. Denn zielicn wir rar<allele zu allen in Betracht kom- 
menden IxichtunL,'en von einem Punkt aus, um welchen wir eine 
Kugel beschreiben , so bind z. B. (vgl. i ig. 1 1) die Pole Ni und 
die beiden Durchstoßpunkte der Normalen der Spiegelfläche, 
und die der beiden Strahlrichtungen, wenn wir diese auf 
JS^ beziehen, und ein Punkt Q des Äquntors ist der Durchatoß- 
punkt der Geschwindigkeitsiichtnng. Dabei ist S^Ni = S^Nr 
Bei der Transformation Tersebieben sieb die beiden Strahl- 
richtungen auf den größten Kreis durch 8J und Q bzw. und 
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Q, dft vegen ^ s 9' in (175) die Ebene doroH den StnU und 
die Geacliwindigkeitsrichtung erlialten bleibt Sie geraten eo nach 
den Punkten Si und und swar ist S^Si = S^S^ und wegen 
der Lage von Q auf dem Äquator 2i S^S^ = ^ ^jiSj^Sj, also 
sind dio Dreiecke N^S^S^ und N^S^S^ kongruent, so daß auch 
die Wiukel bei und übereinstimmen und Si und mit 
2fi und iV^2 wieder auf einem größten Kreise liefen. Auf die geo- 
metrischen Gesetze der Spiegelung hat eine tan i:fPTitiene 
G e h windigkeit des Spiegels somit keinen Einfluß. Naoh 
(177) kommt für die Umrechnung der Intensität nur die Neigung 
des Strahles gegea die Geschwindigkeit in Frage; diese ist aber 
für beide Strahlen dieselbe. Also bleibt das Verhältnis beider 
Intensitäten, d.h. das Reflexionsverraögeu U, unverändert. Eine 
tangentielle Gesell Bindigkeit ist auch ohne Einfluß auf 
das Keflexions vermögen. 

Somit brauchen ^vir nicht festzusetzen, ob der Spiegel im 
System KP ruhen oder sich tangentiell bewegen soll. Nun soll er 
aber außerdem eine Geschwindigkeit q in Richtung seiner Nor- 
malen erhalten. Wir führen dazu wiederum die Transformation 
auf ein anderes berechtigtes System durch ; es sollen buwulil dio 
X- als die a:**-Achse die Richtung der in den leeren Kaum hinaus- 
weisonden Normalen haben, so daß die Vorauäisetzungen der Trans- 
formation (XI) erfüllt sind, wenn man au die Stelle von K' 
setzt- Dabei ist 0 = q, also /i = q^/c. Die Neigung des ein- 
fallenden Strahles gejjen die x^- und -Achse ist bestimmt durch 
die Winkel -9"^" = ?r — im ! 0"j — :r — t'i, lie des gespiegelten 
durch die Reflexionswiiikel i'^ uud ^2 i^elbbt. Iiifolgedesaeu gilt 
nach (17u}, (.17üj und (177): 

^^^^ — l-^CMV»" 



cos = - ':^J#f cos li^i = 
_ (1 - ^ C08 _ 



cos V ' -f ß 
C08^ — ß 

i — /See» 
1-/9* 



il + ß cos il^,)* 



sin 



stnr if>^ 



(l—^ COS •/'«)• 



(179) 
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AuB den er&ien diesor Formeln schließen wir: 

^ 2 ~ 1-f CM Vi 1 1 — /»* 

, 2!^ 1— cog»t l^eos^^ 1 — /?. 

• 

also lautet das geometrisclie Gesets der Spiegelung: 

t9^-'^9'-^ = i^-<{»)'iP + ^*J (180) 

Der Befiexionswinkel ist kleiner als der Einfallswinkel, wenn q^g 
positiT ist, d. k. wenn der Spiegel sick dem einfallenden Strahl 
entgegen bewegt« Femer folgern wir durch IHTision aus den 
letzten der Gleichungen (179): 

: Vi = sin tlf^ : sin ^2 ( 1 0 

Die Schwingtiri£rszahl wird dnrcli die Spiegelung' verändert, und 
zwar in dem olH n erwälinten Falle vpriTf >ßert. Auf dip«e Abfirt 
des Doppler scheu Prinzips bezieht sich dt-v in ^ 2 erwähnte \ ersuch 
von (ialitzin. Endlich aberfolgt aus denselben üleicbungen und 
aus (17ö): . , , 

also auch ctie Intensit&t des gespiegelten Strahles wird in dem 
genannten Falle Tergrößert. Im Grenzfall, daß der Einfalls* und 
damit der Beflexionswinkel yersckwindet, wird nach (180): 

flll^ = lim ^ = .... (183) 

Zur Diskussion dieser Formeln ist zu beachten, daß der 
Einfallswinkel beim bewegten Spiegel nicht an das Interrall 

von 0 bis ^ gebunden ist» daß Tielmehr sein oberer Grenzwert bei 

*) Das geometrische Oesets der Bpiegdong läßt sieh.ancli ab» 
leiteo, wie folgt: Ist 

9in {# — 1/c (— « CO« Vi + y *»» ^0) 

der allen Feldgrößen der einfallenden "Welle gemeinsame Faktor, Und 
spielt sin i\\t — 1/c (r co.<? i.'', -j- y sin V,)} dieselbe HoIIh für die pe- 
spie^^elte, so müssen an der Grenzebene des Spiegels vermöge der Grenz- 
bedingungen (§ 21) beide einander gleich werden j diese Ebene bat 
aber die Oleichong « = qxt. 



Digitized by Google 



— 125 — 



— liegt. Dieser entapriobt nach (179) der streifenden 

Incideiiz = ^ im Kuhsystem Ä®; er liegt liöher als wenn der 

Spiegel sich nach außen bewegt (q«^0), im anderen FaUe unter ^ • 

Da bei streifender Incidenz in der reflektierte Strahl die Rich- 
tung des eiiifnllenden hat, gilt dasselbe in diesem Grenzfalle für 
das System A', wie man auch auö (180) durch eingehe Kechuung 
bestätigen kauu. 

c) Der Versuch Ton Sagnac'). Wir können nun auch 
leicht die Theorie des Sagnacschen Versuches (§ 2) geben. Wir 
brauchen dabei nur Glieder 
erster Ordnung in den Ge- 
schwindigkeiten au berück- 
sichtigen, die Loren tz-Kon- 
traktion spielt also dabei noch 
keine Rolle, vielmehr dürfen 
wir allen Abmessungen des 
sich dr^enden Apparates die 
»Längen zuschreiben, die sie 
im Fnlle der Ruhe haben. In 
JTig. IIa sei M der im be- 
rechtigten System K ruhende 
Mittelpunkt der im Sinne des 
Pfeiles rotierenden Kreis- 
scheibe, r deren Radius, die 

vier Geraden geben die Bahn des im Sinne der Drohung (positiv) 
umlaufenden Strahles, Pj ist die Lage der Trennuugsplatte F im 
Augenblick des Abganges dieses Strahles, Po im Momente seiner 
Rückkehr, ^vährend die Spiefjel S in den Lagen gezeichnet sind, 
in welchen sie den Strahl spiegeln. 

Die erste Frage ist nun, ob bei der tangentiellen Lage der 
Spiegel überhaupt beide Strahlen, die von P ausgeben, auch dort- 
bin zurückgelangen. Der positiv umlaufende Strahl muA, wie die 
Fi^ur zeigt, Sehnen des Kreises zurüdclegen, welche länger als die 
Quadratseiten sind; denn während er von einer Ecke zur anderen 
fortschreitet, bewegt sich das Quadrat und die Ecke, auf die er 
zueilt, ungefähr im Sinne seiner eigenen Richtung. Da aber alle 
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diese Sehnen gleich lang sind, trelfen sie den Kreis und die zu 
ihm tangentiellen Spiegel S alle unter dem gkieh«n Winkel q). 
Einfalls- und Baflexionsirinkel sind aber nach Abschnitfc b hier 
einander gleich, weil die Spiegel nur eine tangentielle Geachwindig- 
keii haben. Somit stimmt die in der Figur gezeichnete Bahn des 
Strahles mit dem Spiegelungsgesetz überein. Vwlfißt der Strahl - 
die Ereisperipherie bei unter dem geeigneten Winkel g>t so 
kehrt er unter demselben Winkel gegen sie nach der Flatte P in 
der Stellung P^ zurück. Desgleichen läßt sich auch fftr den negativ 
umlaufenden Strahl ein passender Winkel fp angeben, so daß er 
wieder unter dem gleichen Winkel nach der Platte P zurückgelangt. 
Da die Strahlen an P aus einem einzigen entstanden sind, werden 
sie sich dann auch ebenso wie bei der Ruhe wieder Teränigen lassen. 

Die Zeit v^., welche der positiv umlaufende Strahl von P| bis P^ 
braucht, laßt sich mit dem Zentriwinkel welcher einer der zu- 
rückgelegten Sehnen entspricht, in die Beziehung = — S«n^^ 
setzen ; sie sagt aus, daß der Strahl vier Sehnen von der Länge 
2 r 6t» mit der Geschwindigkät C zurücklegt Im Falle der 

Kühe wäre 4-9"+ = 2jr; so aber ist 4'9'4. größer um den Wiukel 
CO welchen P in der Zeit zurücklegt (siehe die Figur), also: 
4 -9" 4. = S^r-j^cjr^.. Die Elimination von %jf. aus diesen Glei- 

chuugen ergibt: ir+ =: — st» 1 - j \ n -| — 2~/J* Eutsprechead 

findet man für die Umlauf szeit des anderen Strahles: 

8r . rl / (lii-w 

IHe Differenz b«der ist 

^ . = r_ = ... [1 (. + )] . \l (r. + 

Soweit ist die Bechnung streng: vernachlässigen wir nun 
Größen zweiter Ordnung in o, wie z.B. (DZ^r gegen ff, so können 

wir hier den Kosinus gleich eo^^— |/,^ und außerdem 

©(T+-|-r_) = 2a>«^ 
setzen, wobei die Umlauf szeit im Falle der Ruhe bedeutet, d. h. 
To = — sm^* Folgerichtig müssen wir dann auch ixi'^xl gegen 
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1 vernachlässigen, können also sin-^tQ = -g-ro setzen und finden 
als Näherangsformel S<or* 4 cd JP 

^» = -3r =-sr. 

WO F der Inhalt des Quadrates ist Doroh Divisioii mit der Liekt- 

periode ^ finden wir daraus unmittelbar das Verhältnis der Ver- 
schiebung der Xnterferenzstreifen zur Streifenbreite, nämlich 

in Übereinstimmung mit dem von Sagnae gemessenen Wert 

§ 17. Gleiehförmlge Bewegung geladener Körper* 

a) Das elektromagnetische Feld. Wie das Noblem der 
Reflexion am bewegten Spiegel» lösen wir auch die Aulgabe, das 
Feld emes gleichf&rmig bewegten Ladungsträgers au ermitteln, 
durch ^^Transformation auf Ruhe*. Ln Ruhsystem haben wir 
nämlich ein gewöhnliches elektrostatisehes Feld ist gleich 

NuU. Daraus folgt nach (141), wenn wir wiederum die Trans- 
formation (XI) sugrunde legen 



(5« (S? 



(184) 



Die GieiciiUQgen der zweiten Zeile kauu mau zusammeiifaäsen in: 

© = |[q<2g im 

da q II « und ß = ^x/c ist 

Beseidinet man ferner den Winkel zwischen der elektiisdien 
Feldstärke und der Geschwindigkeit mit so gilt: 

Verkürzt man daher in der das elektrostatische Feld <^^f- 
stellenden Kraftlinienfigur alle der Geschwindigkeit q parallrlen 
Strecken im Verhältnis ]^ 1 — (P, so erhalt man dio K'rattlinien- 
figur für dn^ J?ystniii K. Denn einmal entspricht diese \ erkürzung 
der Lorentz- K nitraktion (§ 7), so daß wir zu jedem Punkt in 
dabei den entsprechenden Punkt in K finden, zugleich aber 
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vergrößern alle Kurven ihre Neigung gegen die genannte Richtung^ 
in dem von der letzten Gleichung geforderten Maße. 

Auch die NiTeanflächen des elektrostatiacheii FotentlaleB 
(p^(x% ^0, in hehalten bei dieser Konstruktion eine Be- 
deutung. Die Kraft Stt welehe auf eine mitbewegte Punktladung 
e ausgeabt wird, transformiert sich n&mlioh nach Gleichung (149), 
deren Yorbedingang hier erfüllt ist, wie folgt: 

st^ = = Vi — = Vi — (187) 

Kun ist aber im statischen Felde des Systems 

WO 9* das elektrostatische Potential bedeutet, also nach (XI) 

(184) und (187): &^-cgrai v (188) 

wobei ^ das „dynamische Potential" 



(189) 



ist. Denn daraus folgt: 

dijf l/7-Z~?^J? i/, q* 

dx dixf* dff ~~ f ^ c» "~ r ^ c* d*» * 

Die Niveaufläehen r= consl g^S^ also in Flächen ^ = «onsl 
Jäher. Jede Begrenzung eines leitenden Köipers ist eine solche. 
Aber statt der elektrischen Feldstärke steht jetsii die pondero- 
motorisohe Kraft auf ihnen senkrecht, denn die reiditen Winkel 
zwisohoi den elektrischen Kraftlinien und Niyeaufl&chen bleiben 
bei der Verzerrung nicht erhalten. 

b) Das Feld eines beweg^ten Elektrons. Das Kraftfeld 
einer ruhenden Kugel mit gletdiförmiger Oberfläehenladnng ist 
der Gleichwertigkeit aller Richtungen wegen durch eine Reihe 
radialer Kraftlinien mit konstantem Winkelabstand bestimmt. 
Die Potentialflächeh.sind Kugdn, deren Radien wie die reziproken 
Werte der abnehmenden Reihe^ der ganzen Zahlen wachsen, wenn 
man das Potential stets um gleichen Betrag yerkleinerti denn 

es ist - 

^0 . ^ 
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FJg. IS. 



Verzerrt man nun die Figur in der angegebenen Art, so ent^^telit 
als Schnitt mit einer zur Geschwindigkeit q parallel diircii den 
Mittelpunkt ffeleffteB Ebene Fig. 12. welrlip iomnach das Feld 
eines bei Ruhe kugelförmi<?en, bewegten Klektrous = 0,366 c) 
ilarstelU. Seiner Form narli ist es 
M'egeu der Lorentz-Koiitiaktiou 
ein abgeplattetes Rotationsellip- 
soid. Die Dichte der Kraftlinien 
ist hier, wie in der Potential- 
theorie, ein Mab im die vStärko des 
elektrischen Feldes, da jede Kraft- 
röhre an der gleichen Flächen- 
lad ung endigt, wie aus der Kon- 
struktiou hervorgeht; der Abstand 
der Niveauflächen des dynami- 
schen Potentials 



bestimmt dagegen den Betrag der 
Kraft ^. Man sieht, jenes ist am 

stärksten in der Ärjuatorialebene 
des Ellipsoids, diese hingegen in 
der Achse. Die Linien der magne- 
tischen Feldstärke sind wegen der 
Rotationspymmetrie und nach 
(185) zur Achse senkreclite Kreise, 
deren Mittelpunkte in der .\chse liegen; die Linien der Kraft St 
dagegen sind als die orthogonah-n Trajektorien der Niveauilächeu 
^ = const parabolische Kurven mit den Gleichungen: 




^ = consi, z — ä< = consi . -j- n* 

e) DU KtLckwirkung des Feldes auf liewegie Triger 
Ton Ladungen. Da die Qesamtkraft, welche ein in ruhender 
Köiper in seinem elektrostatischen Felde erfährt, Null ist, so gilt 
dies nach (187) auch für die gesamte Kraft, die er bei gleich- 
förmiger Bewegung von fle&nem Felde erleidet Es bedarf also 
keiner äußeren Kraft, um die station&re Bewegung zu 
unterhalten. Von Null verschieden dagegen ist im allgemeinen 

Lft««, BalatiTiUktapriazip. 3. Anä« 9 
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^as Drebmomeiit der elektromagnetischen Kräfte. Wählen w ir 
iiämiich in (167) als Grenze dea Integrationsbereiches eine Kug^el 
um irgend pinon Punkt im Ladungsgebiet, deren Radius JR wir 
dann immer weiter wachsen lassen, Po v*»r8chwinden pchließlich, 
wi(* mau aus (184) ersieht, (5 und ^ i^leich ß° wie ii da dor 
Tensor p in S und ^ quadratisch igt, konvergiert das Oberflächen- 
integral in Gleichung (167) dann gegen Null. 

Zur Berechnung des in (166) auftretenden Integrals J[rg«] 
denken wir uns ein starres Gerüst mit den Ladungsträgern be- 
wegt und nennen das Volumeiement in ihm 6V. In jedem seiner 
Tunkte ist der Zustand, also auch g«, unveränderlich. Daher ist 
auch der Qesamtimp uls 

f«.<IS=Jg.ilF = ®, (189a) 

konstant. Daß sich das Integral [[rge]<fS = J[rge]^^"ijt der 
Zeit ändert, liegt allein daran, daß der von einem festen Raum- 
punkt aus gemessene Radiusvektor t für jeden Punkt des Gerüstes 
in der Zeit di um (\dt wächst; der entsprechende Zuwaciis von 

j [tgj d F beträgt [q, j g« d V] dt = lq&e}dL Also iolgt aus (166) 

9J s= — [q®J (190) 

Liegt der elektromag^netiBclie Impuls @« des Feldes eines 
bewegten geladenen Edrpers nicht in der Richtung 
der Geschwindigkeit, so üben die elektromagnetischen 
Kr&f te ein Drehmoment auf ihn aus [Abraham ^)]. Trotz- 
dem darf keine Drehung eintreten, da in die elektrostatiBchen 
Kräfte keine Änderung der Lage bewirken. Es wird die Aufgabe 
der Uechanik sein, nachzuweiseUt wodurch dies elektromagnetische 
Drehmoment aufgehoben wird. Wir wollen schon hier bemerken, 
daß der Chmnd dafür in den mechanischen Spannungen Begt^ 
welche im Eöiper den elektromagnetisehen Eriften das Gleich- 
gewicht halten« 

d) Energie und Impuls des Feldes. Zur .B^chnung 
der Energie und ihrer Steomdichte im Felde des bewegten Edrpers 
dienen die Gleichungen (169); in ihnen ist nach (3Q| (19) und 
(Vma) 

• pL = |<5«* - , p«y = - (55 e;. pS. = - es e;. 

/ 
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BU seiseiii also wird 

— = „ „ t I 




Tr»(l+ gVc*)— ^Vc'*®^ 



I 



Den Gesamtimpuls @« = ^ J 3 ^ F und die Gesamtenergie 

geaamte Edd. Zu bmraekBichtigen ist» daß sieh dM Yolmnelement 
unteres etarr udtbewegien Geraetea wie ein matei^eUes Yoliim- 
elemmt nadi (31) tranefonniert Daher wird: 

jW^dV = yi— /J«jTF»dF« = \l — ß^E^. 

e) Beispiel des kugelförmigen Elektrons. Führt man 
diese Beehnnng für das in Buhe kogelfdrmige Mektron ans, so 
wird ans Symmetriegfründen 

j(£S"dF= Vi — ^ajfö'^F^ 
= i Vi— i^*J®'*^ = f yi — 

dagegen 

Je^igfdK = yi— /JäjejßJdFo = 0; 

denn es gibt in JT* sn jedem Yclnmelement dF^ dn ihm in hezng 
auf die Ebene eymmetriseh gelegenes, in welchem <SS (SJ den 
entgegengesetat gleichen Wert hal Ebenso ist 

Also wird 

®" = I vi' ®*if = ®M = <3 

c je* — ä* 

3eyc*—q* cyd^—t 

Bei gleichmäßiger Oberflächenladuug ist die Energie = 

wenn a den Badins beseiohnet; nnd bei gleichmäßiger Yolnmladnng 

3 e* 

hat sie den nnr wenig größeren Wert = • 



9* 
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Ein Drehmoment tritt nach (190) und (192) nicht auf, was 
1. nich aus Symmetriejründen eiuleuclitet. Die hier berechneten 
Werte von und E gelten streng nur für völlig unbeschleunigte 
Bewegung. Doch wird man sie als brauchbare Näherung an- 
wenden können, wenn die Beschleunigung so gering ist, daß sie 
keinen erheblichen Einflaß auf das Feld bat. Man spricht in 
diesem Falle von „c[uasi8tationärer" Bewegung; 

§ 18« Die Theorie des Tronton- Noble sehen Vemehes. 

a) Berechnung des DrehmomenteB ans der Erhaltung 
des DrehimpnlseB. An dieser Stelle bietet sieh nun auch die Ge- 
legenheit, die Theorie' des wichtigen, in §2 nurkurs erwähnten Kon^ 
densatonrerauchee Ton Trouton nnd Noble nachsuhden. Wir 
▼oUen hiei: seigen, daß ein bewegter Kondensator von den pondero* 
motoriflchen Kräften seines Feldes ein Drehmoment erfährt. Die 
genannten Autoren wollten dies Drehmoment an einem mit der Erde 
bew^ften Kondensator nachweisen; und zwar erwarteten sie, da er 
sehr Ineht drehbar an einer empfindlichen bifilaren Aufhängung 
befestigt War, als Folge dieses Drehmomentes eine Drehung. Ihr 
Eintreten wäre «In Widerspruch gegen das Belatmtätsprinzip 
gewesen. Denn in dem System K*, in welchem die Erde ruht, 
liegt ein elektrostatisches Feld Tor und dies veranlaßt die Ge- 
samtheit der zugehörigen Ladungsträger nie zu einer Drehung. 
Weshalb aber die Drehung nicht eintritt, trotzdem auch nadh der 
BelatiTLtätstheorie jenes Drehmoment vorhanden ist, wenn mau 
ein anderes Bezugssystem benutzt, kann freilich noch nicht hier, 
sondern erst in § 31 und 33 erklärt werden. 

"V^r berechnen das Drehmoment zunächst im Anschluß an 
Gleichung (190) im vorhergehenden Paragraphen. Ist die Nor- 
male der Platten senkrecht 7:ur r-Achse und bildet sie mit der 
r-Achse den Winkel & bzw. so ist iniL^, da zur Normalen 
parallel ist, 

wobei zwischen den Platten räumlich konstant ist Bei der 
Ausführung der Integration (189 a) finden wir somit: 

= -cW^^* = - tf» ®« = 0 . (193) 
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Wegen der Loren tz-Kontr&ktioii bildet die Plattennomiale 
im System K einen anderen Winkel # mit der «-Adme ab in JE*; 
doeb ist der TJntersohied eine Gr5ße swmter Ordnung. Die 
Komponente von ®« in der lUchtang der Normale ist somit bis 
B.ut Gbröfien zweiter Ordnung: 

Mit der angegebenen Genauigkeit liefift daher der Impuls @ par- 
allel den Platten. Das Drehmoment, weichet; geiniiU (190) auf 
den Kondensator um eine in der «e-Eichtung liegende Achse aus- 
geübt wird| bat nach (193) den Betrag 

9?, = — q,aJ.^ = 2lii^.^.£s. . , . (103a) 

b) Anschauliche Berechnung des Drehmoment^'?. Die 

unter a) angestellte Überlegung ist zwar durchaus zwingend. Aber 
anschaulicher ist es, zu fragen: Welches sind dio Kraftepaare, 
welche dies Drehmoment hervorlningen , und wo greifen sie anV 
Dies soll im folgenden beantwortet werden. Zur möglichsten 
Vereinfachung »ol^fni wir dabei voraus, daü die Kondensator- 
platten Rechtecke Hind 'j, deren Seiten a und b groß sind gegen 
den Plattena])stand (l, daß ferner die Plattendicke auch gegen d 
klein ist und geradezu als unendlich klein betrachtet werden kann. 
Für das Ergebnis sind diese Voraussetzungen unwesentlich. Die 
Geschwindigkeit q sei senkrecht auf den Seiten von der Länge k 

c) Die am ruhenden Kondensator angreifenden 
Kräfte. "Weitaus die stärkste Kraftwirkung, welche der Kon- 
densator erfährt, besteht natürlich in der Anziehung, welche 
die l'latten aufeinander ausüben; sie hat, soweit das Feld im 
Inneren als homogen betrachtet werden darf, pro Flächeneinheit 
die Stärke Denn so groß ist die Spannung parallel zu den 
Kraftlinien, wie man an (X) sieht, indem man die r-Eichtung 
parallel zu (S wählt. Da diese Linien senkrecht auf den Flächen 
endigen, überträgt sie sich als nach außen ziehende Kraft 
pro Flächeneinheit auf diese. Nach den obigen Annalnnen über 
das Verhältnis von a und b zu d dürfen wir abor alle Eand- 
wirkungen, welche diesen \Vert abändern, vernachlässigen. Somit 

*) Biese durchaus unwesentUcbe Annahme ließe sieh leiobt be- 
liebig aUtodem. 
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dürfen wir diese Anziehung darstellen durch, zwei za den Platten 
zenkrechte Kräfte + Yon der Stärke 

|«»| = }«6e»' = ^ (194) 

deren Angriffspunkte die llittelpu nk'e der Platten Bind. Weit 
weniger stark, aber dennoch für unsere Z^vecke ia Betracht 
kommend, sind die Zui<kräite, welche am Rande wirken. 

Das elektrostatische Feld an den Kanten eines rechteckigen 
Platt eil kondensators ißt zwar nicht exakt bekannt. Nach den 
obigen Aniiahraen unterscheidet es sich aber nicht merklich von 
dem Falle, daß die Platten unendlich ausgedehnte Halbebeneii 
sind. Erhebliche Abweichungen können nur an den Ecken auf- 
treten und sich auf ein Gebiet erstrecken, dessen Abmessungen 
von der GrrüßenordtiLiug des PlattenabBtaudes ti, also klein gegen 
die Seitenlangen a und b sind. 

Für den erwähnten Fall unendlich ausgedehnter Platten hat 
nnn Helmhol tz die Lösung des Potentialprohlems gegeben. Ge- 
sucht ist dabei eine überall endliche und stetige Fotentialfanktion <p, 
weldie längs der Platten die Torgeschiiebenen kanstanten Werte 
V und — V annimi^t und sonst überall der Gleichung ^ (p t=: 0 
genügt. Legt man die icr-Bichtung parallel zu den Kanten, so 
wird 9 Ton m unabhängig. Barin liegt die Vereinfachung ba- 
gründet, welche die Ijösung des Problems ermöglicht. 

Hat man nämlich eine aus zwei reellen Funktionen ip und ^ 
zusammengesetzte komplexe Funktion % = •\- iip A<Bß komplexen 
Argumentes « = «-|- i^, so genügen sowohl ^ als ff der Diffe- 
rentialgleichung 

^ , ^ — n 
während zwischen (jp und i> der Zusammenhang 

besteht. Die Kurven (p = consi sind in einer zur ^'-Achse senk« 
rechten Ebene, für welche wir die Diskussion allein durdiführen, 
die NiTeaolinien , die Kurven ^ — rovsf , die zu den ersteren 
überall senkrecht stehen, sind die Kraftlinien des Feldes, Hier 
besteht nun der Zusammenhang: 
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xwiachen u und %; wenn man den .reellen Tom imagin&ren TeS 
trennt« findet man: 



(197) 



Zur DiakoMion betrachten wir vor allem die Niveaulinien 
97 = + ^; für lie ist jr = ± J<i. Doch gehören nicht alle Punkte 
dieses Gradenpaares su jenen NlYeanlimen; vielmehr dorohl&ult 

Fig. 18. 




z 



nnr die Werte Ton — 00 bis zu — ;r- und wieder snrftclc, wenn 

von ^ — 00 bis -j- ®° gellt. iJas Maximum entspricht dem Wert 
^ = 0. Die Niveaulinien tp =z sind also die Teile der Linien 

d 



jr = ± J d, welche von x ssz — 00 bis 



2n 



reichen. Sie geben 



die Schnitte der Kondensatorplatten mit der Zeiehenebene an. 
Diakatiert man ihnlioh den Verlauf einer anderen Kiveaa- 
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lioie (p =.yo(|(jPo| <Z V), ao erkennt man, daß die Kraft- 
linien ^ = — oo weit im Inneren, die Kraftlinien t^' — 4- oc weit 
im Aiißenraume des Kondensators verlaufen. Fig. 13 zeigt die 
Kraftlinien und die Niveaulinien in der Nähe des Randes. Man 
sieht' an ihr, wie schnell das Feld im Inneren homogen wird, 
ferner, daß es nur eine Krnftlinie (nämlich = 0) ^^ibt, welche 
nicht senkrecht auf den Platten endigt. Nur diese eine ist daiier 
imetande, vermöge der längs ihr herrschenden Spannung einen 
Zug parallel zu den Platten auszuüben; diese Zugkraft greift also 
notwendig an der Kante an. 

Wegen der an der Kante herrschenden Singularitäten kann 
man sie freilich nui- auf einem Umwoge berechnen. Man denke 
sich irgend eine andere Niveaulinie cp = (f ^ als leitende Be- 
grenzung des Feldes^ dann fällt die Singularität fort und mau 
kann leicht ausrechnen, welche Kraft sie parallel zu X vom Felde 
erleidet. Setzt man in diesen Ausdruck hinterher ^Po ^ ^» ®^ 
erhält man den Wert für die Zugkraft an der Kante. 

Die Kraft, welche auf. das Linienelement ds der Niveau- 
linie ipo (genauer j auf ein Flächenstück, das parallel zu £ die 
Ersireckung 1 und in der Zeichenebene die Länge ds hat) wirkt, 
hat den Betrag 

und die Bichtang n, wenn n die ins Feld hinein weisende Normale 
Ton ds ist Die a^Koroponente dieser Kraift ist: 

und die Integraiwirkung auf die ganze KiveauHnie ist 

Wählen wir die Integrationsrichtung so, daß wir weit im Inneren 
des Kondensators binnen, so liegen ds und n zueinander wie 

ff und X» Infolgedessen ist nach (195) ^ = — ^ femer w 

parallel zu der Kraftlinie am gleichen Orte, d. h. ^ =: 0 ist» 

d 

so können wir -^^ds = dij; setzen und haben in der Gleichung 
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von — oo bis •\- oc zu integrieren. Da andererseits = 0 ist, 

wird p^€0snx = Nun folgt aber ans (196) oder (197) Ter- 

mittels eiu£aclier Rechnungen: 



Führen wir als Integration» variable tf = ein, so finden wir, 
da längs der Limo cp =i (p^ '£\x integrieren ist: 



arcig 



HL 



V* 

Im Gi'eozfall ^ = F wird hieraus $tn ^ Doch ist dabei 

zuniichst so geredtneti als h&tte derEondoQsator die Ausdehnung 1 
sen^eht zur Zeichenebene. Auf die Kanten h der oben be- 
trachteten Kondensatoren wirkt daher eine in ihrem Hittelpunkte 
angreifende^ nach auß«i aiehende &aft Tom Betrage 

■ wi = ^=iT- 

da die elektrostatische Energie des Kondensatorä von der Platten- 
große ab in der .obigen Annäherung 

gesetzt werden kann. Das entsprechende gilt für die Kanten 
von der Länij:e a; doch kommen die hierauf wirkenden Kräfte, wie 
wir sehen werden, im folgenden nicht in Betracht. 

d) Die Transformation vom Huhsysiem auf ein 
anderes Bezugssystem. Das Ergebnis des Abschnittes c) ist 
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in Fig. 14 veranschaulicht, die einen zu den Kanten h senkrechten 
Querschnitt durch die Mitte des Kondensators (in Bezugssystem Ä^**) 
darstellt. In den PlattenTnittnlpunkten M und 31' crreiftn die 
Kräfte i^r? iö den Mittelpunkten Ay B, A', B' der Kanten die 
Kräfte i au. Die Längen der diese Kräfte darstellenden 
Strecken konnten freilich nicht ^ut entsprechend (194 ) und (198) 
gezeichnet werden. Wohl aber gibt diese und die folgende Figur 
die Richtungen der Kräfte richtig "wieder. Der Augenschein lehrt, 
daß ein Drelimoment nicht ausgeübt wird — was ja selbsfc- 
verstäudlich ist. 

Zur Ausführung der Transformation wählen wir wieder die 
Achsenkreuze in beiden Systemen parallel zueinander, die ^-Richtung 



Kg. 14. Fig. 15. 




parallel zu den Kanten b, die x-Kichtung parallel zur BelatiT» 
geschwindigkeit q TOn gegen K. Den Winkel, weldieii in 

die Plattennormale mit letzterer Riclitung bildet, nennen wir 
wieder ^\ Für die Koordinaten der Punkte M\ J?, A\ 5', 
gelten dann die folgenden Beziehungen: 

y4— yJp = <J«n*S yl— = yt'=a<!os*« . . (199) 

Ferner ist nach (194) nnd (198) 

Nun wenden wir auf die Koordinaten die Transforouition XI 
mit V = cjx> auf die Kräfte die Formel (187.) 
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^« = ^X, = ~i 

an. Das Ergebnis zeigt Fig. 15 (bei weleber 

angenomiiien ist). 

£iiiiiul ist die Form desKondoisators infolge der Lorenis* 
Eontraktion TeErzerrt, sodann haben alle Er&fte w^pen der Ver- 
kleineruug der ^-Komponente ihre Biehtnng geindert Der 
Augenschein lehrt» daß hier ein Drehmoment in dem in der Figur 
gezeichneten Sinne auf den Kondensator ausgeübt wird. Dasselbe 
zeigt auch die Bechnang» denn nach (163) ist 

was» auf angewandt, nach (195) und (198) 

ergibt. Für das System K folit hieraus nach den angegebenen 
TrausformatioiieA und wegen = Oi 

Trennt man hier die Anteile der Terschiedenen Eräftepaare, so 
entspricht den Kräften ^ Sti nach (199) und (200) das Moment 

den Tier Kräften ± St% zusammen aber das gleichgroße Uoment . 
- 2 ^ (y 1 - rö) , = i ^ 2 d 0. 

Das gesamte MomeuL lät somit 

V 

wie wir es auch fruiier fanden. Die Kräfte, ^v eiche auf die 
Kanten a vdrken, sind ])arallel zu e uud bleiben bei der Trans- 
formation wie auch die Verbindungslinie ihrer Angri£[apuukto 
parallel zu e, geben somit kein Drehmoment. 

e) Die Stellung der Absoluttheorie zu diesem Ver- 
suche. Will man aus dem Trouton-Nobleschen Versuche eine 
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Entscheidung zwischen beiden Theorien ableiten, so muß man 
zeigen, daß auch nach der älteren Theorie wenigstens in An- 
näherung dasselbe Drehmoment herauskommt. Dies cfeschieht am 
einfachsten im Anschluß an Absatz a). Da sich beide Theorien 
nicht in den Uruudgleichungen für das elektroma genetische Feld, 
sondern, soweit hier in Betracht kommt, nur in ihren Aussagen 
über die Form des hpwej^ten Kondensators unterscheiden, diese 
Unterschiede hei kleineu Gesell wind ii^keiten aber klein von der 
zweiten Ordnung Kind, so gelten die zu der Gleichung (193a) 
f tiii enden Betrachtungen mit großer Annäherung auch in der 
Absohittheorie. Auch nach dieser hat der elektromagnetische 
Impuls eine zur Geschwindigkeit senkrechte Kom ] )iiente. Wegen 
der Erhaltung des Drehimpulses laßt sich daraus :e iu $ 17, c) auf 
ein Drehmoment schlielieu. Dessen Wert weiciit nui" in Giiedern 
höherer Ordnung von dem berechneten ab. 

Der Unterschied beider Theorien zeigt sich erst wesentlich^ 
wenn man nach der Wirkang dieses Drehmomentes fragt. Nach 
der Newton sehen Heebanikf w^che in der Alisoluttheolie ^ bei- 
behalten -wird, muß eine Drehimg die Folge sein; nacli dem 
Bela^vit&tsprinzip darf sie, -wie wir nnier a) gesehen haben^ 
nieht eintreten. Das YersachsergebniB entscheidet für das Re- 
lativitätsprhuBip. 

$ 19. Ungrloiolifi^nBtfr bewe^ Ladungsträger. 

a) Die Differentialgleichung des Viererpotentials. 
Die Form der Gleichung (XIV) legt es nalie, zur Un^ersuchunir 
des Feldes beliebig bewegter Elektrizitiitsmengen einen nauea 
Vierervektor, das Viererpoteutial durch die Definition 

9St=^9i9t0 . (202) 

einsnfuhreo« Denn dann wird nadt § 12, c) 

m* = «ot* 0; 

also wird (XR^) nach Keclmungsregel (1121 identisch erfüllt. Dia 
Gleichung Iw^l^-^) dagegen geht nach (115) über in 

□ a> — r^aö (Div 0») = — P (203) 

Indessen ist durch den Ansatz (202) bei gegebenem ^Bi der 
Vektor 0 noch nicht vollständig bestimmt; man kann ihm noch 
einen Vektor W hinzufügen, welcher sich als Gradient einer 
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skalaren Funktion U(x,y,zJ) darstellt. Denn dann ist fRot W=Q, 
"Wir wolleu nun noch die Nebenbediugnng hinzufügen, daÜ 

2>fi;^r=r 0 (204) 

«ein soll, so daß 0 der Potentialgleicbung in vier Dimen- 
sionen - „ 

□ <P = — P (205) 

genügt. Jener eventudl liiiizatretende Vektor nmfi dann auch 
Dodi die Bweite Bedingung Div V =s 0 erfüllen, und ^ = 0 
ist swar nicht der einzige*), jeden&lls aber ein mdgUoher Ansatz 
dazn. Die Definitionen (202) und (204) vertragen eich also mit- 
einander. * 

Wie bei Jedem Viererrektor bilden die räumliehen Kompo- 
nenten Ton 0 einen Baumrektor, den man als das Vektdr- 
potential % beseichnet, während die Komponente 0u für rein 
räumliehe Drehungen des Achsenkreuzes ein Skalar, und zwar das 
skalare Potential 9 ist Nach (108), (109), (136) und (136) 
sehen somit die Differentialgleichungen (202), (204) und (205) 
über in: 

^ —gradip^l^^f C = ro«« • • • (202a) 
äiv%+iy^ = 0 (204a) 

Wir wollen zunächst das Viererpotential 0 aus der als gegeben 
angesehenen Funktion P von j, l, oder, was dasselbe sagt, 
% aus (>q und ^ aus Q bestinunen. 

b) Die Integration der Wellengleichung. Die vier- 
dimensionale Potentialgleichung 

0'^ = — P 

*) Im Drei(limf»n8ionaIeu ist bok:\nutlich jeder Vektor, der im 
Unendlichen hinreichend klein wird, durch Angabe der Rotation und 
der Divergenz eindeutig bestimmt. Der beweis beruht darauf, daß 
eine skalare Sanktion eine Konstante iat, wenn 

ist. Im Yierdimeusionalen gilt nichts Amdogesi weü clie vierte Koordi* 
nate Z imaginftr ist. 
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läßt sich ähnlich durch ein bestuiimtes Integral lösen, wie die 
entsprechende Differentialgleichung 

für drei Dimensionen, wenn man Yon der Bemerkung »iiBgehtr 
daß die Funktion 

J_ 1 

B> — («-ai>)«4-(y-j^)^ + {*-*o)* + (l- 
als Lösimg der enteren der bekannten Lösung 

1 1 

*• ~ V(x - xo)* + (y - + - zo)^ 
der letzteren durchaus entspricht. Jeder der Wege, auü dem mau 

4w Jr 

ableiten kann, läßt sicli übertragen nnd liefert die Formel 

Aber diese Formel läßt sich nicht ohne weiteres an wenden, weil 
man bei ihrer Herleitung die vierte Veränderliche l als reell an- 
gehen muß, wälirend die Funktion Q natürlich für reelle Werte 
von t, und nur für solche, also für ima^näre Werte von l 
gegeben ist. Herglotz und Sommerfeld haben zwar einen 
W^eg angegeben, auf dem man die Integration nach reellem / in 
eine solche nach reellem t verwandeln kann. Wir lösen gewisser 
mathematischer Bedenken wegen dwm Differentialgleichung lieber 
nach der älteren Art, indem wir sie als Weiieugieichung 

^1'-^-^ = -lf .(206) 

auffassen; dabei ist selbstverständlich t reell. 
Im Gauii sehen Satz x) 

setzen wir den Vdctor 

© == y grad tlf — if grad g?, 

wobei <p und i> zwei skalare Funktionen von X, 4?, t sind, die, 
um der diesem Satz zagnmde liegenden Annahme eines stetigen 
Verhaltens Ton 9 zu genügen, samt ihren ersten Ableitungen 
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nach X, y, z im lutei^rationslHieich stetig sein müssen. Dieser 
Satz nimmt dann die Gestalt ao: 

Nan soll tp eine LdBung yon Glmcbnng (206) sein; für ^ 
aber soll , , 

^♦_,1^* = 0. ..... .(807) 

gelten. Benutzen wir das zur Elimination Yon ^fp und 
so folgt : 

Multiplizieren wir hier mit dt und integrieren wir nadb i swisehen 
den Zeitpunkten ii und so können wir anter dem ersten fianm- 
integral diese Integration ausffkhren und erhalten: 



(208) 



»1 

Dabei haben wir ▼orausgesetzt, dali q>,iif sowie ^ stetige 

Funktionen von t sind. 

Über die Funktion i> verfftgen wir jetat noch weiter; wir 
machen n&mliok den Ansats 

der, wie man sieh durch Rechnung übersengt, der Differential- 
gleichung (207) genügt. Sie stellt dann eine Eugdwdie dar, 
«reiche sich mit der Geschwindigkeit c auf den Baumpunkt P 
Kosammwisieht» dessen Koordinaten xpy yp^ sind. Die Funktion 
F{ß) soll femer für alle von Null wesentlich verschiedenen Werte 
Ton B verschwinden, dagegen in der Nike von 8 = 0 erhebliche 
pontiTO Werte annehmen, und swar so^ daß 

+«» 

\F{fi)äs = 1 
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ist. Als Beispiel für eine solche Funktion köuueu wir 



KW 



binstellen; sie eif üllt unsere Forderungen um so besser, je größer 

wir den Parameter ^ w&hlen. Wir denken uns im folgenden 
daher stets als Seblnß unserer ümf ormungm den Grenzübergang 
SU ^ = oo ausgeführt. Ks gäbe übrigens nooh unendlich viele 
andere Funktionen, welche dasselbe leisten. — Die erwähnte 
Kugelwelle wird bei diesem Grenzübergang unendlich schmal; sie 
gelangt nach dem Punkt P, in welchem r = 0 ist» aur Zeit i = 0. 

Gleichung (208) wenden wir an akt einen Raumteil, weleher 
den Punkt P enthält. Da ^ in P nicht stetig ist , müssen wir 
diesen Punkt znn&chet durch eine kleine Kugel vom Badius a 
Yom Integrationsbereich aussohlieUent so daß dieser neben seiner 
äußeren Begrensung diese Kugel als innere Grenzfläche erhält. 
Das rechts stehende Flächenintegral ist über beide auszuführen. 

Wählen wir nun positiv, ti aber negativ und seinem abso- 

Inten Wert nach so groß, daß <i -{ — für alle im Integrationshereich 

vorkommenden Entfernungen r von P einen erheblichen nega- 
tiven Wert annimmt, so verschwinden in dem ersten Baumintegral 
in (210) die auf die beiden Zeitgrenzen bezüglieben Werte von ^ 

und ^ • Also lallt dies Integral fort. Im zweiten Kaumintegral 

können wir die Reihenfolge der Integrationen vertauschen: 



Machen wir aber an dem Zeitiutegrai den Grenzübergang zu un- . 
endlichem fi, so finden wir dafür: 




h 
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Der Index — r/c soll bedeuten, daß man — r c statt i in die 
Funktion q {x^y, Z^i) zu setzen hat; dieser Wert von i ist nämlich 
der einzige, für den nach unseren Voraussetzungen die Funktion 

F(i '\' ^ von Null TorBchieden ist. Also: 

^dt^ifQdS=^^-^dS, ... . .(209) 

Wir geben nun 9U dem AnteB am Flächeniniegral in (208) 
über, den die Heine Engel nm P liefert Führen wir den Icörper- 
liclien Winkel dm^ anter welchem ein Flächenelement d6 von P 
ans erBcheini, statt d6 ein,« so ist 

d0 = a'^dfo^ 

ferner 

d _ d 

zu setzen , da die innere Normale des Integrationsbereiches hier 
in die lüciituug des wachsenden r fällt. Das ergibt: 



Setzen wir nun ferner a = const . so verschwinden hier beim 
Grenzübergang zu unendlichem fx alle die Summanden, welche a 
als Faktor enthalten gegen das allein von a freie Glied 

^dtjipFiOdm = ^diFit){ipda, 
H h 

Dn sich ip anf der unendlich kleinen Kugel nicht ▼er&ndert, ist 

j(pd(o = ^a(pp, 

LRae, BatetLvttBUpilBsip. ».Aufl. 
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ein Wert, der natürlich noch von i abbangt} nach imseren Aa^ 
nahmen über F{$) ist aber 

^xj<ppF{t)di s= ix{<pp)i^o .... (210) 
h 

Alflo ist dies der Anteil der Kugel am Fl&efaenixitegral von (208> 
imi Grenzfall eines unendlich großen pt, 

Za berechnen bleibt nnn noch der Anteil der ftofieren Grenz- 
fläche; auch hierin Iftflt sieh die Integration nach t ausführen. 
Zun&ohst ist wegen der Eigenschaften von F [Tgl. die Ableitangr 
▼on (209)1 



zu setzen und 

*2 



di 



(!±i) 

dt 



di. 



Die zweite Hälfte dieses Integrales können wir durch partielle 
Integration umiormeui wobei nach unseren Annahmen über ^ uud 

*"(«'+^) = -^('' + 7) = » 



wird; also : 



dr /drp\ 



(21Ia> 



Nach (209), (210), (211) und (211a) nimmt Gleichung (208) 
die Gestalt an: /• 

iq>p)t = o = ^ I -Q-ricdS 
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Danach kann mnn g ; für die Zeit 0 berechnen. Für eine beliebige 
Zeit t aber gilt natürlich, da man t immer um eine addiÜTe Kon- 
staute verändern kann, 

Faßt man schliefflieh noch di^ b«iden ersten Sammanden nnier 
dem Flftehenintegral zu 

zusammen (doch ist dabei die Differentiation so auszufülaxü, daß 
nur r, wo es explizite auftritt, als veränderlich zu betrachten ist; 
den Gröben dagegen, von denen tp sonst abhängt, bat man den 
Wert 2U lassen, der ihnen auf d 0 zukommt), so erhält man : 



9f = :fi]lQ,-ri.dS 



(212) 



Das hier auftretende Flächenintegral ist für Kirchhoffs 
Theorie der Beugung von größter Bedeutung. Entsprechende 
Formeln gelten nach (206a) für jede Komponente drs Vektor- 
potentials nur daß dann Q durch die entsprechende Kompo- 
nente des Vektors ^ q zu ersetzen ist. 

Wenn in unserem Bezugssystem sämtliche Ladungsträger 
ruhen, so erfüllen wir die^ Differentialgleichungen (204a) und 
(205a), iudein wir = 0 und dem skalaren Potential nach (212) 
den aus der Potentialtheorie wohlbekannten Wert 



''=41. 



r ' 4 n I \ ^ on r onj 



geben. Wenden wir diese Formel auf das Innere einer großen 
Kugel als Integrationsbereich an, so wissen wir aus der Potential- 
theorie, daß mit wachsendem Badius R der Kugel 9> mindestens 

10* 
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wie 



ver- 



8c1iwind«t. Der IntegratioiiflberttGh wichst swar wie iZ*, dennooh 
yenchwindot das Integral mindeBtens wie It~K 

Wenn bicIi nun die zu betrachtenden Ladungsträger bewegen, 
BO können wir doch annehmen, dafi sie bis sn einem länget T«r- 
gangenen Zeitpunkt ruhten, und wir können die Grenzflachen 
des Integrationsbereiches bo weit entfernt wählen, daß die infolge 
der Bewegung eingetretenen Veränderungen noch nicht bdi ihr 
eingetroffen sind. Dann ist an ihr für den Z^TtpTinkt t immer 
noch % = 0 und (p hat den elektrostatischen Wert, der das 
Flachenintegral zu Null macht. Also können wir als Lösungen 
Yon (206a) hinschreiben: 



« = iic 7^9<>*-1' <»Ä » = ^ \ji>*-ri.d8 . (218) 



Daß sie auch der Differentialgleichung (204a) genügen, wollen 
wir erst im nächsten Abschnitt nachweisen. 

Da für die zur Zeit t im Aufpunkt lierrschenden Werte 
dieser Potentiale nicht der gleichzeitige Zustand in dS, sondern 
ein früherer maJ^ebend ist, bezeichnet man sie als verzögerte 
Potentiale. 

c) Die Formel für das ViererpotentiaL üm das Ergebnis 
(213) auf das Viererpotential 0 zu übertragen, zeichnen wir in 
Fig. 16 den Weltpunkt 0, welcher den Raumpunkt P zur Zeit t 
darstellt, und seinen Vorkegel, desgleichen die Gesamtheit der 
Weltlinien, wolche eine Ladung von unendlich geringer Aus- 
dehnung in ihrer Bewegung darstellen; diese hilden zusammen 
eine unendlich dünne „Weltröhre". Diese Weltröhre schneidet 
aus dem Vorkegel heim Punkt 7., dem „Li clitpunkt" der Kohre 
in bezug auf 0, ein dreidimonsionales (lebiet dto heraus; die 
Projektion des Punktes L auf den x, y, js-Ramm nennen wir 
die Projektion von da^ die natürlich den Punkt Q umgibt, dS*). 

*) Die Zeichenehene in Fi^- 16 ist die dureh 0 und L gehende, 
zur «- Achse des tienntsten BesogMystems paraUele Ebene, lin all« 

gemeinen verläuft die Weltröhre natürlich nicht in dieser Ebene, wie 
es in der Fi^wr der "DpiitiiViikpii- hiüht-r angenommen ist; das hat aber 
für Uaa weitere keine nachteiligen Folgen. 
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Nach ä8 ist in (213) za integrieren, und d«r Index t — — läßt 

f^ich so deuten, daß zu jedem dS der Wert von Q(\ und Q zu 
nehmen ist, der dem in der «t- Richtung darüber liegenden Punkt 
des Yorkegels entspricht. Wegen (135) und wegen 

9« = 0m U8W. ip = 0u (214) 

lautet daher die Yierdimensionale Übertragung der Formeki (213): 

^=hl^^T' (215) 
An diese Gleiehnng und an Fig. 16 Uflt Bich Imcht der 

' ' Fig. 16. 

0 



Beweis anschließen, daß durch (213) auch die bisher nicht berück- 
sichtigte Gleichung (204 a) erfüllt ist; denn diese ist identisch mit 
der Gleichung (204) für 0. Um J)iv 0 zu hiklen, haben wir 
den Aufpuukt 0 um unendlich Kleines nach den vier Koordinaten- 
richtnngen zu verrücken. Jede dieser Bewegungen macht sein 
VorkeG"«! vollständig mit. Denken wir uns auch den Punkt L 
fest an dem Kegel haftend, so kommt L bei der Verrückuug dx, 

nach einem Funkte, in welchem {Pge^L {~^} gröÜ^' ist 

als yoiher. Das Volnmenelement d8 aber, das dnroh Projektion 
des hei L gelegenen Eegelelementes dm entsteht, hleiht in der 
GrQlfe unverändert, ebenso der Abstand FQ = r, da die 
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inj V dx/L r ' 



Punkte P und Q dieselbe Verrückung erleiden. Infolgedessen ist 

dx 

und da für die Verrückongen i}|f, ilif, du gans Entspreehendea gilt, 
nach (141a): 

wie es (204) yerlangt. 

Da in (215) 0 und P Yierervektoren sind, muß dS/r ein 
Skalar sein und sich nicht indem, wenn man die in Fig. 1$ vor- 
genommene Konstruktion Ton dS und r für das gleiche Elaaent 
d 10 des Vorkegels Ton 0 nach Terschiedenen Bezugssystemen aus- 
führt. Dies können wir auch unmittelbar einsehen, indem wir 
den Baum da nach § 11c als einen auf demVorkegel senkrechten 
Viererrektor A auffassen, dessen «^Komponente dann d8 ist. Der 

Vierervektor O L — Fl hat als «-Komponente, wie die Figur zeigt 
(oder wie man aus 

TJat = Xq — jPp» Uy = ifQ — tjp, 77, = zq — zp, 

HS» = fl| 4- i7i + ilf — ilä= 0 
folgert); } " * (216) 

wo r wie bisher den räumlichen AbstaiiH Her TAnwmpunkte P und 
Q bezeichnet. Tn 77 und St haben wir eiu iit isj if 1 für den in 
>} lOd besprochenen Fall, daß zwei singulare ^'cktoreü jeder den 
Betraf;: 0 baben , wälirend man das Verhältnis ihrer Beträge den- 
nocb aus dorn V'erhältnis entsprechender Komponenten ermitteln 

kann. JJ. h.: ^ — _ 

r " An B * 

also in der Tat unahhängig vom Bezugssystem. 

W&hlen wir nun das Bezugssystem Jt^ dessen it-Achse zur 
Bichtung der Weltröhre in L parallel ist, in welchem also die 
oben betrachtete Ladung de im Augenblick der Entsendung der 
nach 0. gelangenden Wirkung ruht, so folgert man aus (215) 
nach (136) für ihr Vieierpotential: 

0^^0, = O,-=O, <P«a=-^-==:-j^ = (216a) 
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Nach (216) iat mfolgedeBsen das skalare Produkt mit dem 
Vektor 11: 

(110)^-11^00^0 = (217) 

Diese Oleicfanng. aber ermöglicht, das Viererpotential in der Form 

darzustellen; denn es gibt nur einen Vektor, welcher die Rich- 
tuiic: der in L herrsclienden Vierergeschwindigkeit Vi hat und 
mit // das skalare Produkt de/^TC ergibt; beides triSt aber naeh 
(218) auf d» zu. ^ , 

d) Vektoriellea und skalarea Potential, ausgedrückt 
durch die Ladungen. Die Gleichung (218) wollen wir nun in 
Formeln für fi und ip zurückübersetzen. 

In einem beliebigen System K ist nach (82), (79) und (216) 
(iIK)jt == ^pi=^^ (^(^g — iPp)q«<if+ •••4- ••• + '• 

wobei der Index Q den Hinweis liefert, daß für q die Geschwindig- 
keit zu wählen ist, welche de hatte, als ee sich in Q befand. 

Uan kann ihn durch den Index i ersetzen, wenn, wie früher, 

t die dem Weltpunkt 0 entsprecliende Zeit bedeutet. Nach (214) 
können wir infolgedessen setzen , indem wir noch sogleich über 
die verschiedenen Ladungen de integrieren: 



• (221) 



Diese auf die Elektrizitätsmengen bezügliche Form der Poten- 
tialgleichungen ist von Li^nard^) und Wiechert*), die auf die 
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RaameleDieüte dS bezügliche Form {213) von Lorentz^) an' 
gegeben worden. 

§80. Das Elektron und mlnVeld bei derHjperMbewefiiiicr» 

Wir wollen des vorhergehenden Paragraphen Formeln 1>p- 
nntzen, um die Kraft ^ zu berechnen, welche ein bewegte« Elek- 
tron auf sich selbst ausübt. Im Falle der Erleichförmigen I'ewcirung' 
ist diese nach § 17. c) stets Null. Im aiiiremeinsten Fallt lial zwar 
A.Sommerfeld 1904 bis 1905 die Berech nun, ö; dun }ii:efuhrt, aber 
unter der damals selbstverständlichen An n.ilirnr, daC die Form des 
Elektrons durch die Bewegung niclit ver.iii'lert wird, was die iie- 
lativitätytheorie niclit anerkennen kann. Es ist auch vorläufig gar 
nicht möglich, diese Annahme durch etwas Besseres zu ersetzen; 
denn wenn wir auch wissen, daß bei gleichförmiger Geschwindigkeit 
Kontraktion stattfindet, so können wir doch den Einfluß einer Be- 
schleunigung, zumal einer zeitlich veränderlichen, nicht einmal nb- 
schätzen, solange wir nichts über die nicht-elektruiiiagnetischen, das 
Elektron zusammenhaltenden Krjif te in seinem Inneren wissen. Das 
allgemeine Problem ist daher bei dem jetzigen Stande der Wissen- 
sdiaft mathematisch gar nicht zu formulieren. Beeelurvikeii wir 
woM aber auf die Hyperbelbewegung (§ 10, c), bei welcher die 
BeBchleunigung, besogen auf das jeweils mitbewegte System K^, 
konstant bleibt, so steht wenigstens fest, daß der Zostand, be- 
zogen anf immer derselbe ist, daß also Gestalt und Ladung»* 
Terteilong in nnTer&ndert bleiben. Von der Gestalt selbst da- 
gegen wissen wir nur, daß das nach Voraussetsung bd völliger 
Rahe kugelförmige Elektron eine Botationsfigur mit der Be- 
schleunigungsrichtimg als ansgeseichneter Achse annimmt. Dies 
reicht aber anch aus, um ein für kleine Beschleunigungen gfiltiges 
Besultat zu erzielen. 

Ein allgemeineres Interesse bietet diese Bewegung, weil 
sich jede Weltlinie, welche doch im allgemeinen eine dreifach 
gekrümmte Kurve ist, auf ein kurzes Stück durdi solche Hyperbel 
annähern läßt» Wir nennen die Hyperbel dann mit Minkowski 
die Krümmungshyperbel, und gelangen zu ihr durch eine 
Konstruktion, welche durchaus dem, Verfahren zur Auffindung^ 
des Kriimmungskreises einer Eaumkurve nachgebildet ist. Ziehen 
wir nämlich in zwei infinitesimal benachbarten Punkten der Welt- 
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linie die Tangenten, so bestimmen dif^p die oskulierende El)Hne. 
weiche wir uns unbeschadet der Allgemeinheit als -Ebene 
denken können, weil die Tangenten einer Weltlinie stets zeitartige 
Richtung haben (^^ b). In der oskulierenden Ebene gibt es nun 
stets eine Hyperbel , welche mit der vorgegebenen Kurve die 
beiden Tangenten und ihre Berührungspunkte gemeinsam hat und 
deren Asymptoten den Geraden = i t* parallel sind. Die 
erstere Bedingung liefert nämlich drei, die zweite zwei von den 
fünf Bestimmungsstücken, welche zur eindeutigen Bestimmung 
einer Hyperbel notwendig sind. Wie sich die Erümmungshyperbel 
einer Kurve ecboiL weit inniger anBchliefit als ihre Ttengenie, go 
stellt die Hyperbelbewegung eine weit bessere Annäberong sn eine 
beliebig Torgegebene dar, als die geradlinige Bewegung. 

Der Achsenpunkt u = 0 der Hyperbel 

«1 — y = i2. if=:C . . . .(222) 

entspricht dem Augenblick in der Bewegung des materiellen 
Punktes, dessen WeltHnie die Hyperbel ist» in welchem die Ge* 
schwindigkett, bezogen auf das in (222) benutzte System TT, Null 
ist. Seine räumlichen Koordinaten i}, { sind gegen die Trans* 
fonnation (XI) inTariant; d.h. die Achsenpunkte derselben Hyperbel 
haben in allen Systemen K\ welche durch eine solche Trans- 
formation aus £ hervorgehen können, die gleichen Koordinaten. ' 
Denken wir uns nun eine aus derartigen , durch die Werte von 
% i unterschiedenen HyperbeUi snsammengesetste Weltröhre, 
so gibt der Bereich aller vorkommenden Werte i^, £ das Volumen 
des Körpers m JT an, dessen vierdimensionale Darstellung die 
Weltröhre ist, und swar für den Moment der Buhe in K. Da 
dieser Bereich in allen genannten Systemen K' der gleiche ist» 
behfilt der Körper seine Ruhform dauernd bei Bei der Hyperbel* 
bewegung verhält sich der Körper, als w&re er starr*^). 
Bezogen auf ein und dasselbe System verändert er natürlich in jedem 



*) Der Grenzbegriff des unter allen TTmstSnden starren Körpers 
läßt sich zwar wegen der Unmöglichkeit unendlich jrroüer Geschwin- 
digkeiten für die Ausbreitung elastischer Störungen nicht übertrageu 
(▼gb § 7 and 27 a). Dm schließt alwr nicht ans, da0 sich gelegentlich 
ein Körper wie ein starrer bewegt; kann sich doch anch nach der 
klasHischen ITydrod^Miamik ein Fiüssigkeitoteilchen unter Umständcc 
bewegen, als wäre es starr. 
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Fig. 17 



Aug^enblick seine Form entsprechend der Lorentz -Kontraktion. 
Diese Bewegung woUea wir im folgenden dem Elektron zuscbreibeii. 

a) Das Yiererpotential. Der erste Schritt Eur Lösimg 
der Aufgabe besteht in der Berechnung des Yiererpotentials. 
Dabei beschränken wir uns aber auf Auf punkte, welcha niit dem 
Mittelpunkt M der Hyperbelbewegung gleichzeitig gemacht werden 
könnea (§ 8), Denn alle Hyperbeln (222) liegen, da 

+ + — «» — {• + 1? * + {* > 0 

ist» notwendig im Zwischengebiet; Weltpnnkte diesseits oder jenseits 
von 3f können niemals innere Pankte des Elektrons darstellen. 

Femer möge der Anfptinkt O 
vorläufig im Baume « = 0 der 
Fig. 17 liegen und dort die Koor- 
dinaten 2, 7, Z haben. Die 
Hyperbel sei die Weltlinie eines 
j. Ladnngselementes dfe, L ihr Licht- 
punkt in bezug auf 0. Im all- 
gemeinen wird natürlich weder die 
Hyperbel, noch der Auf punkt in 
der a;«« Ebene selbst liegen, so 
daß unsere Figur nur als Projek- 
tion einer Baumfigur zu betrachten 

ist Die Projdction der Geraden ML auf die Zeichenebene nehmen 
wir dis die X'** Achse eines Systems JT', in welchem 0 die Koor- 
dinaten X'f T*i If^V'^i ü* hat Dann ist dieVierergeschwin'- 

digkeit F in X parallel zur u'-Achse, und da vom Vektor JJs=z OT, 
die »'-Komponente /7„. = — IT', die ^-Komponente IIp =: — i' 
ist, so wird: ^ = Xi^Jlv = — IvL\ 
also nach (216): 

0, = = 0^ = 0, 0v = — /^"jy • * 222a) 

Um nun 0 in Komponenten nach der x- und «-Achse zu 
zerlegen, wenden wir die Formeln (71) und die Regel an, daß 
sich die Komponenten eines Vierervektors 0 wie die Koordinaten 
transformieren. Das in diesen Formein auftretende ß hat hier 
nach ^-iöj den Wert: 

ß =z ßj,=^ -tg{<OML) = ^<0. 




Digitized by Google 



— 1Ö6 — 



So finden wir: 

fernw für die Koordinaten des Aufpuoktee: 

also, wenn wir den für C^i» gefundenen Wert einsetzen: 

•- = -4^' 9. = 9.^0. ^ = ~^ (222k) 

Fm diese (lleichungen auf Punkte außerhalb des Raumes 
ii — 7U übertragen, führen wir jetzt statt der geradlinigen 
Koordinaten X, L des Aufpunktes 0 die hyperbolischen Koor~ 
dinaten ^ 9 ein : 

X ^ Beos^, L — Esin^ (223) 

[▼gl. (120)]; dann ist 

also (f ein imaginärer WinkeL Die entsprechende Transformation 
für Punkte der Weltlinie von de lautet nach (222): 

jßsffos^, ? = |st»i(r (224) 

Es fol^t daraus für die Koordinaten des Lichtpunktes Li 

^; = 7^ = "*' = '**- 

Da in 0 die Kicbtungen der wachsenden X und H einerseits, die 
der wachsenden L und (p andererseits übereinstimmen, und da 
R = X wegen L = 0 ist, so kann mau die letzten Gleichungen 
für 0 schreiben: 

**=-4^< «» = «. = 0. *f '=4^«''»**. 

i^L ist dabei der negativ imaginäre Winkel, um den man das 

Weltkoordinatensystem in der jCtt-Ebene drehen muß, damit statt 
des Aufpunktes 0 sein Lichtpunkt L mit 3f gleichzeitig wird. 

Gehen wir jetzt durch eine Drehung um den imaginären 
Winkel ( — gj") zu einem neuen System K" über, so verändert It 
seinen Wert nicht, während = — y") wird. Auch bleiben 
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die Richtungen der waclisonden Ji und ^ in 0 dieselbeiii also 
gelten, bezogen auf K" die Jb oruieln: 

*' = -4'I'jt' = = 9,^^cotgm-vl\ 

wobei jetzt Jf, Z und 9" die Koordinaten des Aufpunktes 
sind. Angewandt auf das dem Sysiein K!' gleichberechtigto 
System K lauten sie : 

4^, = a», = o,| 

.... (22ö> 



^9 — ^^if(:^^-9) J 

und gelten in dieser Form für jeden beliebigen Aufpunkt JR, F, (p 
welcher mit M gleichzeitig gemacht werden kann. Analytisch ist 
(tpL — (p) als Funktion der rechtwinkligen Koordinaten X, Y, Zf L* 
des Auf punktea und der Eonstanten der Hyperbelbewegung (|, 17, 0 

V 

durch die Bedingung gegeben, daü der Vektor II = PX den 
absoluten Wert Null haben soll, d. h.: 

0 = = (rc£ - xy H- (yü- x)« + (ßL-Zj* 
= (yx - r)« + (irj; - + X« + Xi 

^2^Rcos(tL — <p) 

[vgl (222), (223) und (224)]. Setzen wir zur Abkürzung 

r*=({~B)«+(i,-r)« + ({-^« . . . (227) 

so finden wir, da — 9 ebenso wie früher negativ imaginär 
sein maß; 

<p) = — -jg^ j ^^^^^ 

Pooh wollen wir diese Werte sun&ehst nicht in (225) ein- 
setzen; dagegen bestätigen wir durch Differentiation an (228) die 
Gleichungen: 

f^o«(»/'i — gp) — Ä dipj. V—Y 



de 



(226) 



1 
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Zwischen den Gleiclum^'en (225) und (222 a) besieht ein Wider- 
spruch, wenn man den Aufpunkt in die Hyperbel selbst verlegt. 
Dabei fällt er mit seinem Lichtpunkt L und die Richtung der 
wachsenden 11 m ihm mit der x'- Achse der Fig. 17 zusammen j 



(222a). Der Grand dafür lieget in dem Übergang von (222 a) zu 
(222b), der sor Voransseteung bat» daß L* und ß nicht NnU 
sind. X&flt man aber den [für die Gültigkeit von (222a) an die 
jp* Achse gebundenen] Punkt 0 in Fig. 17 in den Achsenpunkt 
der Hyperbel fallen, so verletst man diese Bedingung. DasVierer> 
Potential einer Funktladung wird [vgl. s. K (216 a)] unendlich 
grofif wenn der Aufpunkt in der WeKJinie der Ladung Hegt; dies 
bangt aufs engste mit dem Ünendlichwerden des dektrostatischen 
Potentials in einer Funktladung zusammen. Aber schon die Glei- 
chung (208) zeigt, daß diese Singularität bei räumlicher Verteilung 
der Ladung fortfällt; denn der Beweis dieser Formel gilt auch 
für Aufpunkte, für welche P nicht Null ist; wie beim elektro- 
statischen Potential trägt die unmittelbarste Umgebung des Auf- 
punktes überhaupt nichts Endliches zum Viererpotential bei. 
Darum spielt auch der Widerspruch zwischen (225) und (222 a) 
keine Eolle, sowie wir zu Ladungen mit endlicher räumlicher 
Dichte übergehen, wie dies weiter unten geschehen wird. 

b) Das elektromagnetische Feld. Der zweite Schritt 
zur Losung dw Aufgabe besteht in der Ableitung .des ^dd- 
yektors Wt = ^9k^\ auch hierbei benutzen wir als Koordi- 
naten J2, r, <p. Nach ihnen die Komponenten Ton SU zu 
bilden, ist deswegen berechtigt, weil man stets ein Achsenkreuz 
^« ^1 ^> ^ Bichtungen der wachsenden Tt^Y, Z^fp parallel legen 
kann. (In diesem System wird Jf und 0 gleichzeitig, d. b. es ist 
die ^tkoordinate des Aufpunktes L = 0). Es wird dann nach 



Nach (124), (125) und (126) ist aber in EüQksioht auf 
(225); . .. . 



in (225) widerspricht somit dem 0^ 0 in 



(138): 
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dz ü Tg) ~~ dZ 



die drei anderen Komponenten sind Noll, da 0y und <P« ver^ 
schwinden und 0jt nur Ton B abhängt Somit ist nmck (229) 

und (aao): 



= - 



4 n A' st«" (Vj;,- 
trf « CO« («^'ji — — B] 



(Sommerfeld) oder wenn wir jetzt von den Substitutionen (228} 
Gebrauch machen: 

^» — • - - . . ^ 



ff _ 2<^^ i*R(ri-Y) 

(S, eutöprechend) (Born). Bezogen auf das System, in welclu-m 
der Aufpunkt mit dem Mittelpunkt M der Hyperbelbeweguiig- 
gleichzeitig ist, ist also ^ = 0, während @ den hier angegebenen 
Wert hat. Wegen i = 0 ist dabei nach \^2'2, '6) Ii — X. 

c) Die Eückwirknng des Feldes auf das Elektron. 
^, fj, t sind, wie oben erwähnt, die Koordinaten des Punktes, 
welchen die Hyperbel (222) mit dem Räume u = 0 irgend eines 
Bezugssystems K gemeinsam hat. Infolgedessen ist d| (2 17 ein 
Volumelement in. diesem Räume, und man kann in den Gleichungen 

setzen. Läßt man dann rj, ^ alle die Werte durchlaufen, wpVhe 
innerhalb des vom Elektron zur Zeit ^ r-: 0 eingenommenen 
Volumens, bezogen auf iC, liegen, so findet man durch Integration 
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die Feldst&rke, welclie das ^anzd Slektron in 6iQ6in Weltpunkt 
hcnrroiTuft, welcher mit M gleichzeitig ist, d. h. ehenfalls im BauDe 
w = 0 liegt. Multlpliziereii wir schließlich mit 

Q(X, T,Z)äXdYdZ— q^V 

und integrieren wiederum ulirr das Volumen des Elektrons zur 
Zeit t — 0, so finden wir nach (IXa) wegen = 0 und q = 0 
für die Kzait welche das Elektron im Augenhlick f = 0, in 
dem es gegen das System K ruht, aui sich selbst ausübt , die 
Gleichungen : 

(^Sti entsprechend). Dabei ist uacli (22 7) 

= (4 - i)a + (1? - D« H- (J - 

daB Quadrat des Abstandes der Volumelemente Ö V und d V. 

Die Integration für führt nun notwendig zum Wert Null, 
da "wir jede Ebene durdi die J[- Achse nach den obigen An- 
nahmen als Symmetrieebene der Form und Ladnngsverteilung zu 
betraehten haben. Denn zu jedem Produkt äViöVi, welches den 
Werten |i, t^i, ^i» ^i» entspricht, gibt e9 ein anderes, ihm 
gleiches, ÖFqÖFj, für welches 

9i = Qu i% = ^19 = ^if Qg = Qu 2i = Zx=z Za, 
dagegen 

ist. Die za integrierende Funktion hat fftr sie entgegengesetzt 
gimche Werte, ihre Beitr&ge 8um Integral heben sich daher auf. 

Um die Integration für auszuführen, wollen wir statt der 
auf dem Mittelpunkt M der Hyperbelbewegung bezogenen Koor- 
dinaten I, ijy X, T,Z solche einführen, welche vom Mittelpunkt 
des Elektrons aus gemessen sind; dieser selbst mdge im ersteren 
System die Koordinaten a, 0, 0 haben. Die neuen Koordinaten 
sind dann: 

Ä = X — «, y = r, g ^ z. 
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Nach (89) und (222) hängt « auf das engste mit der Beschleuni- 
gung b des Mittelpunktes zusammen. Substituieren wir nach (d9} 
e*/b für «, 80 finden wir: 

= — ±ff ^ (c* -h S by fr' + 2(c^ + .r b) 

"Jr^ r*\'?ly±'Hc'-r^t>)ic'^xb) 
= (^_x)«-f (H— y)2 4-(Z — ä:)«. 

Der Wert dieses Integrals ändert sich nicht, wenn man Si JJi Z 
mit i/, B vertauscht, weil heide Arten von Integration svariabeln 
dieselben Werte durchhiufen. Addieren wir zu dem angegebenen 
den durch die Vertausclmnnf entstehenden Ausdruck^ so finden 
wir nach leichten Umrechnungen: 

ff _ r«[(c«+g^>r + (cM -x?.)^]+2(r-.r)Vc- + ^^0(c'4-^fc) jp.jp^ 

J J ^ ^ 1* yf6«+4(c«H-Äfc)(c«-F«6f J 

Dies gilt, um es zu wiederholen, für den Moment t = 0« in welchem 
die Geschwindigkeit q den Wert Null hat^ 

d) N&herung für kleine Beschleunigungen. 
wickeln wir nun nach steigenden Potensen von hi 

= — h (j/o -[- b 4- M^b^ -f ...)» 

80 können wir die Kocftizienten Mn zwar nicht berechnen, so- 
lange nicht der Einfluü von h auf die Form des EleVtrons und 
die V erteilung der Ladung bekannt ist. Wohl aber können wir 
aus Symmetriej^ründen folgern , daß alle 3f^ mit ungeradem 
Index 71 Null sind; denn bei einem bei Jxulie kugelförmigen Elek- 
ti un kann S^x nur sein Zeichen, nicht aber seinen absoluten Wert 
ändern, wenn b sein Zeichen umkehrt. Der Koeffizient ü/q ist 
aber der Wert des Multiplikators von b für b — i); nach (231) ist 



und zwar ist hier über die unveränderte Kugelgestalt zu inte- 
grieren. W^en der Gleichwertigkeit der X', jf- und «r-Bichtung ist 
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die Summe dieser drei gleichen lutegrale ist aber JJ^r ^V^V» 

80daß jedes den Wert ijj^dTdFl»»^ ^jj^dFÄF ist 

nim bekanntlich die elektrostatische Energie JS^ des rahenden 
Mektrons [wegen des Zahlenlaktors ygL Anhang unter d)]. So- 
mit wird 

Ersetzen wir endlich b durch | q |, so finden wir die hu anf Glieder 
mit |q|' genaue Oleichong*): 

« = -lfq (282) 

Durch die Bewegung längs der Krümmungshyperbel können 
wir nun, wie erwähnt, eine beliebige Bewegung für eine kurze Strecke 
annähern. Daher können wir Glriohung (232) als Näherung für 
beliebige Bewegungen anwenden. Sie gilt zwar zunächst nur für 
q =r 0, d. h. bezogen auf das mitbewegt^ System, das Jetzt wieder 
heifien möge. Transformieren wir aber die Gleichungen 

©0 £^«'1 A £ao 

gemäß (88) und (187) anf ein beliebiges System K [die Bedingung 
für die Anwendbarkeit von (149) bsw. (187) ist hier streng er- 
füllt], so finden wir: 

« 



oder vektoriell geschrieben: 

3c}v^*v"*~'* c*~a« A. 



*) Schon ans dimensionellen Gründen erkennt man , daß M^/M^ 

von der Großenordnuno; a'/c* ist, wonn a d>'n Iladius des Elektrons 
bezeichnet. Solange klein pr'^^^f^n cV<i* ist, ist somit das zweite Glied 
XU yernacblässigen. a ist nun sicher viel kleiner als die Molekül- 
dimension«!, die fi^eieh mnd 10-^ cm sind. Also ist «Va* sicher sehr 
groA gegen lO'^cm'ieo''*« 

Ii»Mt BdMMtitapilnilp. S.Anfl. 11 
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Nach (192) ist nun der elekiromagneiischd ImptÜB de! stotionär 
bidwegten £iektrons: 



Also finden wir för die Kraft, die das Elektron aul sieb selbst 
ausftbt» die widitige Be^elinng: 



Erfährt ein Elektron Bt l 'i unigung, so wird ein Teil der 
beschleunigenden Kraft durch die hier berechnete innere Kraft A 
aufgehoben t d. h. sur Vergrößerung des elektromagnetischen 
Impulses verwandt, so daß nur der Kest zur Vergrößerung des 
etwaigen mechanischen Impulses übrig bleibt. Darin äußert sich 
die elektromagnetische Trägheit des Elektrons (§ 2). Dies ist 
nach dem Impulsaata selbstverständlich. Daß aber der Impuls 
unter Voraussetzung gleichförmiger Geschwindigkeit berecViiot 
werden kann, beweist, daß die Bewegung innerhalb der hier 
erreichten Annäherunt^" eine quasistationäre Bewegung" ist. 

Weil Gleichung {2o'S) für alle derartigen Bewegunf,'eu eine 
notwendige XoTisi-^quonz fies Impulssatzes ist, so konnte Lorentz*) 
und vor ihm für das starre P^lcktron Abraham^) umgekeiirt von 
dem Impuls auf die innere Kraft ^iC zurückscliließen. Die genannten 
Autoren und ebenso Planck Laben ferner die Annäherung noch 
weitergetrieben , indem sie zeigten, daß, bezogen auf das jeweilige 

Buhsystem im allgemeinen noch ein Glied za dem 

oben angegebenen binzutritt IKes b&ngt mit der Ausstrahlung 

snsammen, die von einem nnglnchförmig bewegten Elektron ans^ 

gebt. Wir verweisen wegen des Näheren anf dieOriginalarbeiten*) V 

" "'! ^ 
*) Bei der Hjpwhelbewegnng ist die Znsatzkraft ^ q* nach 

(S88) (wo « =: 0 sn seteen ist) gleieh Kult — in Überslmtimniiuig 
mit (291). In der Tat strahlt die seitiieh unbegrsnste Hyperhelbewegong 





• (233) 
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Die Miiikowskisclie Elektrodynamik 
der panderableB Körper. 

§ 21. Die Transformation der Feldgleichungen I bis IT« 

a) Die Feldvektoren (S, ^D, ^, 33. In § 5 führten wir 
auB , daß die Theorie die Möglichkeit fordert, YOn der Atomistik 
der Elektrodynamik durch Mittelwert bildunif zu der Theorie der 
ponderablen Körper überzugehen, olmo daß dies befriedigend 
darcbgefülirt wftre. "Wir kündigten auch dort schon an, daß wir 
n&B wegen dieser Schwierigkeit zur Ableitung der Feldgleichungen 
für bewegte ponderable Körper auf die Mazwellschen Gleichungen 
(I) bis (X) stützen würden, wie wenn sie eine neue Grundlage 
bildeten und nicht schon in der Elektronen theorie implizite, und 
zwar in vollkommenerer Form vorhanden wären. Immerhin können 
wir einige Anhaltspunkte aus den Erörterungen des § 14 eutp 
nehmen. 

Tn einer Beziehung sind wir aber hier ganz, anders gestellt 
wie in ^ 14. Dort wollten wir nachweisen, daß die Gleichungen 
für den leeren Raum in allen berechti.t,'ten Systemen dieselbe 
Form haben. Hier aber ist naturgemäß ein System, nämlich das 
mit der Materie bewegte, Ä®, bevorzugt; nur für dies keniieu 
wir die Grundgleichungen, und es ist zu erwarten, daß sie für 
alle anderen Systeme eine andere, die Geschwindigkeit berück- 
sichtigendo Füiin annehmen. Unser Ziel muß sein, Gleichungen 
riiLfzustellen, welche einerseits gegen die Lorentz-Transformation 
invariant siud, andererseits im System A " mit der Max well sehen 
Theorie identisch sind. Dann sind wii' sicher, daß das Problem 
auf keine sachlich von der unsrigen verschiedene Weise gelöst 
werden kann. Um ihrer Invarianz sicher zu sein, fordern wir 
▼on den aibsnleitendeii Gleiehungen, daß sie sich als Beaieihnngen 
swisefaen Weltrekioren schreiben lassen. 

nicht aus. "Wohl aber geschieht dies, "wenn zwei verschiedene Be- 
wegungen mit gleichförmiger Greachwindigkeit durch ein Stück Hyperbel- 
bewegung hindurch ineinander überführt werden. Jene Zusatzkraft 
"wbrkt dabei wftbrand der 1>eiden Zeitabachidtte, in deneiL die erste 
gleichförmige Bewegung in die Qyperbelbewegimg und diese wieder 
in die sweite gleichfOnnige Bewegung nbergehen« 



11* 
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Die GegenUberstellang der Qleichangeii 

(I) roie = ^-^|, (IV) dii'iB = 0, 

(la) roi(i = ^-^, (iVa; t/tf $ = 0, 

seigti daß in der Theorie der ponderablen Köxper die magnetischd 
VerMiblelMmsf SD dieselbe Bolle spielt» wie die Feldstärke ^ beim 
leeren Baume. In der Tat gebt auch bei der erw&hnten Mittel- 
wertbildong in ^ fiber. Ans den £r&rtemngen von § 11 
schließen wir daher, daß 

die Komponenten eines Sechservektors sind, welchen wir auch 
hier als den Feldvektor bezeichnen. Die Gleichungen (I) 
und (IV) kann man dann analog su (XIV) zusamm e nlassen in: 

^tv an* = 0 (xvn) 

Auf der rechten Seite dor Gleichungen {^lij uud ^^ül) 

tritt der elektrische Leitungssirom 3 auf und die Dichte Q der 
wahren Ladung, d. h. derjenigen, welche im Gegensatz zur schein^ 
"baren, durch Polarisation vorgetäuschten Ladung nur durch Zu- 
fluß eines Leitungsstromes verändert werden kann (vgl. 15). Man 
erkennt liieran, daß sie auf einer Ansammlung der im Körper frei 
beweglichen Eloktronon "beruhen muß, deren Bewegung gegen den 
Körper als Leitungsstrom in Kr«cheinung tritt, und welche man 
als Leituugselektronen von den an die Atome gebundenen Polari- 
sations- und Jlagnotisiorungselektronen unterscheidet (vgl. § 5). 
Hat der Körper belbst GeschwiiKliekeit , so tritt neben dem 
Leitungsstrom nach § 2 der Konvektiunsstrom seiner „wahren", 
d. h. von Leitungselektroaeu herrührenden Ladung Q als magne- 
tisch wirksam auf. Wir wollen daher 

'«'* = 7(w+3+9<i) cnb) 

setzen. Die Summe 3 -f~ C<| gibt dann den gesamten Strom an* 
soweit er yon Leitungselektronen herrührt; es ist nach § 14 ein- 
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leuchtend , daß man als die Komponenten eines Viererstromes P 
hier die Größen 

P, = ^q«) hbw. Pi^iQ. . . , (235) 

zu betrachten hat. Schreiben wir nun die GUeichongeu (Ubj und 
(III) in die Form: 

8o BcbHefien wir wie in § 14 ans der Vektoreigenscliaffc von P, 
daß die seohe Größen 

die Komponenten eines Sechsorvektors , des Versch iebungs- 
Yektors bilden. l)ie fraglichen üleichuiigeu lassen sich dann 
in die Form 

^iv = p . (xvm) 

zusammenfassen. Damit ist aber der Ansatz (IIb) bewiesen, 
denn er läßt sich mit (III) zu der vierdimensional- vektoriellen 
Beziehung (XVIII) zusa mmenfaösen und geht im System Jv^ d.h. 
für q = 0 in (II) über. Die Max well sehen Gleichungen (1) 
bis (IV) gelten also unverändert aucli für bewegte Kör- 
per, wenn man zum Leitu ngsstrom den Konvektions- 
strom der wahren Ladungen additiv hinzufügt. 

Für das Verhalten der Feldvektoren (5, jD, ^ und 33 bei 
der speziellen Transformatum i^XI) gelten wegen (234), (236) und 
(141) Gleichungen welche den Formeln (92) entsprechend gebaut 
sind und aus den letzteren entstehen, weun man dort entweder 
^ mit oder (S mit !D vertauscht. 

b) Leitungs- und Konvektionsstrom. Ebenso einfach 
lassen sich die Transformationsformeln für den Gesamtstrom 
^-f- ()q aus dem Vektorcharakter von P herleiten. Eine genaue 
Überlegung ist aber erforderlich, um die Zerlegung in Leitungs- 
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etrom und Konvektionsstrom vorzuneinnen. Der Viererstrom f* 
hat hier nicht wie in § 14 die Richtung der Weltliiiien der Materie; 
er hat vielmehr im mitbe weihten System die räumlichen Kom- 
ponentea P«o = x)^o usw. Wir zerlegen ihn in zwei neue Vierer- 



yektoren, die Viererkon vektiou: 

K=—(YP)T (237) 

w«lohe dtt filchtung der WelÜmie htA, und die Yiererleitung' 

P'\'iTP)Y. : (238> 

welche auf ihr senlcreelit eteht, weil yermdge = — 1 

(IVi) == (rP)(l -h r^») = 0 (239) 

ist Aus iC + ^ = P folgt nach (235): 

^ = - tP, =r - i(Äi + (240) 



tm miibewegten Syetem ist nun die 7^ -Komponente von A 
nach (239) NnU, während =: nsw. ist Elektrische 

Banmdiehte und Strom sind dort Toneinander völlig unabhängig. 
In jedem anderen System abor liefert A einen Beitrag 

X = — (241) 

zur Dichte q. Diese „Leitungs dichte" A ist am einfachsten 
durch die HerÜTigung (2oS) zu bestimmen, wenn man aus ihr 
Ai berechnet; denn setzt man die Werte iilS Yg» P« USW. nach (79), 
(ä3) und (236) ein, so hudet mau: 

A == (242) 

I 'er r. t i tun «rsstrom an sich bedingt som it im bew eL^ten 
Korper eine gewisse räumliche Ladung, auch wenn die 
Ruhdichte 9" verschwindet. Infolgedessen müssen wir auch 
den k entsprechenden Teil A q des Kouvektionsätromes mit dem 
Leitungsstrom zur Vie^erleitung zusammenfassen, indem wir 



A^^\ i% + A(|,) usw. (243) 

setzen. In der Tat folgen diese Werte für Ax usw. aus der 
Definition (238) der Viererleitung. 

c) Die Invarianz der Elektrizitätsmen f:!:o. Dies alles 
klingt zunächst sehr paradox; denn eine Ladung tritt bei einem 



materiellen Volumelement dann auf, wenn es positive und nega- 
tive Elektronen in verschiedener Zahl enthält. Die Ladung eines 
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Elektrons ist nach § 14 für aile .Systeme die gleiclie, unrl es scheint 
zunächst, als ob auch die Zahl der Elektronen gleicher Art in 
einem Stück Materie von der Wahl d es Beznisfssystems unahhängig 
sein iiiuijtc. Der Fehler dieses Tniu:bclilus8e3 beruht darauf, daß 
man nach den Anzahlen der gleichzeitig in ihm voiliandeneu 
Elektronen fragen muß, und der Begriff der Gleichzeitigkeit nach 
§ 6 etwas Relatives ist. 

Wir wollen uns dies geom^riseli veranschaulichen. Es seien 
in Fig. 18 die einander parallelen Geraden Oü^ nnd PP^ die 
Wfllilinieii, welche die Endpunkte einet im System Jt* mlidiiden 




geraden Drahtes darstellen. 0 stellt seine Länge Im System A'"'* 
zur Zeit <o = 0 dar, OF hingegen seine Länge im System A' zur 
Zeit i = 0, wenn auch die Strecken 0P° und OP wegen der 
verschiedenen Einheiten auf der x- und Achse nicht gleich 
diesen Längen gesetzt werden dürfen (vf^l. § 8). Durchfließt ihn 
ein stationärer Leitungsstrom, so bilden die Weltlinien der posi- 
tiven Elektronen in iiiin im allgemeinen einen kleineren Winkel 
mit der ic- Achse als die Weltlinie PP^, die der negativen Elek- 
tronen dagegen einen größeren, wie dies in der Figur gezeichnet 
ist, oder umgekehrt je nach der Richtung des Stromes. Ist der 

*) Der Einfachheit halber sind die "Weltlinien der Eh^ktronen als 
parallele Gerade gezeichnet, obwohl die Annahme gleichförmiger 
Geschwindigkeit bei ihnen auch nicht annähernd zutrifft. 
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Brabi bezogen auf ohne Ladtmg, so solmeideii glack viel 
WeltUnien posiüTW und negativer Elektroxien die Strecke OP^, 
wie dies in deir Figur geseiobnet ist. IKe Anscbanong lehrt, daß 
dann die Strecke OP mebr positive Weltiinien als negative 
achneidet (aebn positive gegen sechs negative in Fig. 18). Der 
Stab trSgt also im System K eine positive Ladung, in Über- 
einstimmung mit (242), da Q und q hier paraUel sind« 

Die Liadung i^es stromdurebfloaeenen Stückes Materie ist 
also im allgemeinen keine Invariante der Lorentz-TVansforma- 
tion. Fragen vrir nun nach der Ladung e eines yollst&ndigen 
Stromgebietes, d. h. eines materiellen Sj-stems, dessen Begrenzung 
ganz in Nichtleitern verlauft Aus (XVIII) folgt nach der Bach* 
nnngsregel (lll)i 

J)wP^ 0 (244) 

[vgl. (§ U)] was nach (2S5) in die Beaiebung 

♦ ^ + dtii(^q) + rf<«'3 = 0 

übergeht, welche sich als Verallgemeinerung der Kontinuitäts- 
gleichung (23) darstellt, Nehmen wir an ihr nach g und p' die 
Umiormung vor, welche von (23) zu (24) führt, so ]&ndeu wir: 

» ■ 

Und integrieren wir bier über ein beliebig grofies materielles 
BaumstOck, deasen Ladung JpdF wir mit e bezeicbnen, so er- 
halten wir nach dem G aussehen Satz x: 



(245) 



Die rechte Seite stellt die als Leituugsstrom pro Zeiteinheit durch 
die Oberfläche eintretende Elektrizitätsmenge dar; bei einem voll- 
stindigen Stromgebiet verscbwindet sie. D^sen Gesamtladung ist 
somit in jedem berechtigten System, daber nacb dem Anfang von 
§14 auob bei einer Lorentz- Transformation unvwSnd^icb. 
Dasselbe sehliefit man ancb leiebt unmittelbar aus (244) durch 
Anwendung des Gaußscben Satzes für vier Dimensionen auf die 
Weltrdbre, welche den geladenen Körper darstellt, wenn man die 
Scblnfibetracbtung von § 14 ein wenig verallgemeinert 
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Wahrend die Ladung eineB stromdurchflossenen 
Stückes Materie wegen des Auftretens der Leitungs- 
dichte X im ailgemeinen von System zu System variit^rt, 
liat die Ladung eines v ollstäudigen Stromgebietes lu 
allen berechtigten Systemen den gleichen Wert*). Für 
niehtleitende Körper gilt der fundamentale Satz von 
der Invarianz der elektriseben Ladung ohne Jede Ein- 
flclir&nkung. 

Zugleich enthält die letste Gleichung auch die Beehtfertigung 
iür die zonächst willkürliche Art, wie wir oben die stoitlichen 
Komponente des Tiererstromee P in den Leitongsetrom 0 und. 
den KoiiTektionsetrom serlegt haben. Eine andere (an sich 
mögliche) Zerlegung hfttte zur Folge, daß der DUferentialquotient 

nicht durch 0, sondern auch durch die Eonvektion gq be- 
dingt ist, während so die Beziehung (245) aus der Theorie der 
ruhenden Körper unverändert übernommen werden kann. 

Historisch interessant ist vielleicht, daß der obige Wert (242) 
für die Leitungsdichte Fchon 1882 von E.Budde'), später, 1896, 
von H. A. Loren tz abgeleitet wurde, und zwar aus der Vorstellung 
heraus, daß die Bewegung des Stromes in seinem eigenen Magnet- 
felde eine Kraft l/c[q33] [vgl. (IXa)l auf die Träger der Ladung 
Bervorruft, welche sie zu einer Ladung von dieser Dichte zu- 
i^amiiion treibt. Selbstverständlich kann die Relativitätstheorie 
diese Deutung ohne weiteres überm linit n ; sie veranschaulicht auch 
den Satz, daß die Ladung eines volit-tandigen Strouigebiete^ durch 
die Bewegung niclit verändert wird; denn die erwähnte Kraft 
kann wohl die Verteilung der Elektronen über das Stromgebiet 
verändern, nicht aber ihre Gesamtzahl in diesem. 

Blicken wir auf diesen Paragraphen zurück, so sehen wir, 
dal» die i eldgleichungen (I) bis (IV; durch die Gebchwindigkeit 

*) Man darf eher hieraus nicht schliefen, daß das Integral 

jXdV, erstreckt üher ein vollständiges 8tronigel}iet , stets Null wäre. 

Das leirht aupzuführen rin T^pispiel eines tinendlich lanp^fn , leitenden 
Stabes, welcher sich in seiner Längsrichtung unter einem positiv oder 
negativ geladenen Nichtleiter fortbewegt, zeigt sogleich, daß der Lei- 
tungsstiom 9 fiberall in einem Stromgebiet die der Geschwindigkeit 
entgegengesetzte Bichtung haben, und daß infolgedessen nach (242) 
{X^V <:o seiu kama. Xrotsdem behält aber der obige Sata seine 
Bichtigkeit. 
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der Körper fast jjfar iiiclit verändert werden; nur der Koiivektions— 
ström tritt mit dem Werte, der vom Rowl and sehen Yersaclie 
(§2) gefordert wird, zum Leituugsstrom hinzu. Es hat dies Beinen 
Grund darhit daß -ai« aus den atomistischen Feldgleichungen lierroi> 
gehen, indem man die Unterscheidung von Leitangs» und gebim- 
denen Elektronen einführt nnd den Viererstrom P nur anl die 
ersteren zurückführt. Der Unterschied zwischen 2) und (£ sowie S5 
und f> ergibt sich dann als Folge der Existenz von Polarisations^ 
und Hagnetisierangselektronen. Die Natur der Kräfte zwischen 
A^men und Elektronen kommt dabei noch gar nicht in Betracht. 
Deshalb gelten die fraglichen Gleichungen jedenfslb in viel wei» 
terem Umfange als die hier g^ebene Ablätung, welche sich wegen 
des Belativit&tsprinzips genau genonmien nur auf gleichförmige 
Bewegung und wegen der Maxwell sehen Theorie nur auf nicht* 
dispergierende Körper besieht. Es ist nicht unwahrscheinlicht 
daß sie streng allgemeingfiltig sind. 

§ 82. Die Transformatioii der aieidmngen (V) bis (TII). 

a) Der Zusammenhang zwischen (S, jD. ^, 39. Ganz 
anders stellen die (''leichungen (V) his (YII) zur Atomistik; bei 
ihrer Ahleitimg kommen gerade die Kräfte zwischen Afoinoii und 
Elektronen wesentlich in Betracht und damit li etrn (iie ganzen in 
§ 5 erwähnten Schwierigkeiten auf. Wir behandeln sie hier in 
der folgerichtigen Durchführung des oben skizzierten Standpunktes 
als etwas für ruhende Körper Gegebenes und suchen ihre Uber- 
tragung auf bewegte Medien. 

Wir fuhren zu diesem Zwecke zunächst vier neue liaum- 
Tektoren ein; . 



die wir als die „elektrische" und „magnetische treibende 
Kraft" bezeichnen*), sowie 

*) Diese Benennung von ^ erhttlt ihre Bechtfertignng dureh 

Formel XXIV, der zufolge der den plektrischen Strom veranlassenfie 
Vektor ist. Die Benennung yon ^* soll nur auf die Analogie zu ft* 
hinweisen. 
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\ ...... . (247) 

Beirachten ynr sodann die vier Vektorprodukte ans der 
Yiereigesckwindigkeit Zund den Seckserrektoren S)?, ^, B*. 
In einem beliebigen Syeiein kaben die Komponenten yon [I'^J] 
nack (83), (102) nnd (234) die Werte: 

t^S»].- p^[(g, + i(qvö*-q.SÖ,)} 
Aualog stellen die drei anderen Produkte 

naek (234) nnd (236) in ikren ranmlicken Komponenten die Baum- 
TektoreiL 

i^^* lÄ**- • • • 

dar, wftkrend ikie ^»Komponenten gleick 

. (q^) -(qg*) -(q^*) /ftßA. 
y7=7' ^^^^^ 

ffind. Im Buksystem gehen die vier genannten Raumvektoren 
ftber in (i^, ^^ wakrend die ekalaren Produkte (q @) usw. 

yersckwinden; da femer nacb (V) und (VI) 

ist, so besteken zwiscken den Vektorprodukten die £eziekungen: 

' [!»] = s[Ym] (XIX) 

[m*] = ft[r»*] (XX) 

Wendet man sie auf die r&umlicken Komj^onenten in irgend einem 
anderen System an, so findet man: 

2)* = £ (XXI) 

©* = ^^* (xxn) 

Ihre Anwendung auf die Z-Komponenten liefert nickts Neues* Es 
liegt dies daran, daß jedes der vier Vektorprodukte notwendiger» 
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weise auf der Yierergescbwindigkeit Y ienkreclit steht, so daft 
die vieVte Komponente durch die drd anderen mitbestimmt ist. 

FOr fi =: 1 und fi s= 1 geht aus den Gleichungen (XXI) und 
(XXII) 5D = (S, 9 = ^,ci. h.9l=8 herror; denn sie sind 
6 linearen Qleichnngen mit den 6 Unbekannten jD«, ^y» 
3y» $s gleichwertig und die angegebene Lösnng ist mithin di» 
einzige. Ein Körper mit diesen Wertm der Konstanten B und (i 
unterscheidet sich daher auch in der Bewegung für dek^magne- 
tische Vorgänge höchstens durch die Leitfähigkeit Tom leeren Baum. 

b) Elektromotorische Kraft und Leitungsstrom. Di» 



Caeichung (VII): ^ = laßt sich nach (238) und (248) als 

F + iYF)T=z A^zllim] .... (XXin> 

c 



schreiben. Angewandt auf ihre räumlichen Komponenten in einem 
beliebigen System zeigt sie nach (243) und (248), daß 



llultiplisiert man hier mit q und subtrahiert yon (261)i so findet 
man als Verallgemeinerung von Gleichung (VII): 



Im Gegensatz zu eleu Gleichuiigeu (I) bis (IV) können die 
Formeln (XIX) bis (XXIV) strenge Gültigkeit sicherlich nur für 
den Fall beanspruchen, daß die Geschwindigkeit wedw r&umlioh 
noch seitlich yariieirt, angenäherte auch dann, wenn diese Varia- 
tionen geringe Beträge aufwmsen. Als Hinweis darauf, wo ihre 
Gültigkeitsgrense liegt, mag das Beispiel eines gleichförmig 
rotierenden Körpers betrachtet werden. Bei ihm strebt sich jeder 

Teil wegen der Lorentz -Kontraktion im Verhältnis ^1 — äV*?* 
BUsammMizuaehen , kuin dies aber nicht, solange nicht der Zn- 
sammenhang zwischen den Teilen des Körpers unterbrochen wird. 
Infolgedessen treten elastische Spannungen im Körper auf, welche 
ihn anisotrop und inhomogen machen. Die genannten (3&eichungen 
gelten aber ebenso wie (V), (VI) und (VII) nur für isotrope^ 




(261) 



^i^) (XXTT) 
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homogene Körper. DooH sind diese Einflflssa wie die Lorants«- 
Kontraktion selbst von der zweiten Ordnung in g/c; als erste^ für 
die Diskussion aller Versuche aber völlig ausreichende Näherung* 
köxmen wir die in Bede stehenden Beoiehungen daher auoh auf 
rotierende Körper anwenden. 

Die Grundgleichangen der in den beiden letzten Paragraphen 
entwickelten Minkowski sehen Elektrodynamik der bewegten 
Xörper stellen wir hier noch einmal zusammen« Sie lauten in 
-vierdimensionaler Vektorform: 

<xix) [r») =6[Ymi (XX) [ra»*] = ft[rö*] 

gleichbedeutend sind damit die folgenden: 

(TV) äw^= 0, (m) äiv^ = p, 

(XXI) S)* (XXII) = 

(XXIV) 3 = ^((S'-,^5|2). 



§ 23. Anwendungen. 

a) Das Ohmsche Gesetz. Wie in der Elektrodynunik der 
ruhenden Körper folgt aus (XXIV) für stationäre und quasi- 
siationäre Ströme das Ohm sehe Gesetz: „Widerstand x Strom- 
stärke gleich Spannungsdifferenz In einem linearen Leiter, d. h. 
einem solchen, der sich als einzelner Stromfaden betrachten l&Qt^ 
ist nämlich die Stromdichte 0 parallel zu seinem Linienelement ds, 

und dem Betrage nach gleich dem Quotienten yr- aus der Strom* 

stärke J und dem Querschnitt Q. Bei slationärem Strom ist al)ur 
die Stromstärket/ längs desLeitera koustaut, also folgt aub (XXIY) 
durch Integration nach ds: 

Das Integral rechts mulS als die Spannungsdifferenz zwischen den 
Endpunkten des betrachteten Leiterstückes, der Faktor von J als 
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dessen Widerstand betrachtet werden; erhängt wegen der Loren tz- 
Kontraktion in Gliedern zweiter Ordnung auf ziemlich kompli- 
zierte Art von der Kiclituiig der Geschwindigkeit gegen d s ab. Ver- 
nachlässigt man aber C'^ g^gen 1, so wird die Spannlingsdifferenz 
ds und der Widerstand erhält denselben Wert wie bei KuJae. 

b) Induktion. Aus (I)» (246), «, & und (IV) folgt: * 

rot(i^ =:-^l^-{-raißq}^ = -\^ . .(252) 
oder nach 0 und dem Stokeescben Satx Xi 

j(«fd. = -iAjö,itf (368) 

d.b. das Linienintegral der treibenden elektriscben Kraf t 
ist durcb die Änderung des magnetiseben Induktion s* 
flusses dureb die umscblungene mitbewegte Fl&cbe be* 
stimmt» Die übliebe Berecbnung der induzierten Stromstärke 
aus diesem Integral und dem Widerstand ist freilich nacb a) nur 
eine Annäherungi aber eine für die DiskuBsion der Induktions- 
versuche mebr wie ausreichet lo. Die Theorie stebt daber mit 
den Induktionsversuchen (§ 2) ini Einklang. 

Ganz analog £ndet man nach (IIb), (III) und (246): 

rot $,* = 1 1^ + roi [2) q] + q dti^ 2) 4- O) = ^ (t + 3)" 

Auch hier ist die umschlungene Jj'lächc als mit der Materie bewegt 
gedacht. 

c) Grenzbedingun^en'). In der Maxwellschen Theorie 
sind, wie schon in § 4 erwäbnt, an den Gremtfl&ohen der Körper 
stetig: 1. die znr Grenze normalen Komponenten der Verschie- 
bungen jD und ^; nur wenn die wahre Ladung eine Flächen-» 
dichte Pa hat| ist *") , ^ /«^-v 

2. die tangentiellen Komponenten der Feldstarken @ und 
Diese beiden iiedLugungen sind aber voneinander nicht unab- 

*) tii und n, sind die beiden von der Grenze fortweismden Ker- 
malen; sie haben al*o entgegengesetste lUohtongou 



(254) 
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häugig, vielmehr genügen die zweiten allein, um zusammen mit 
den Differentialgleichungen das Feld vollständig zu bestimmen; 
die ersteren werden dabei von selbst erfüllt Wenn wir sie jetzt 
fluf bf^wpcrte Körper übertragen, so setzen wir, falls zwei ponderable 
K-örper aneinanderstoßen , voraus , daß ihre Geschwindigkeit zu 
beiden Seiten der Oronzfläche denselben Wert bat; denn nur in 
diesem Falle können ^vir auf Ruhe transformieren und das ßela- 
tivitfitsprinzip samt den aus ihm abgeleiteten Differen t ialirlrinbungen 
aiiwtuiden. Diese Einschränkung fällt um so v. enii^n r ins üewicht, 
als ein Gleiten zweier Körper aneinander w ahrbclieinlich in der 
Natur überhaupt nicht vorkommt. In denjenigen Fällen aber, in 
denen wir, um ein Problem einfach formulieren zu können, von 
einem Gleiten sprechen , wollen wir die Körper durch eine leere 
Schicht getrennt denken, welche so dünn ist, daß das elektro- 
magnetische Feld sich nicht merklich ändert, wenn man sie senk- 
recht durchschreitet. Für die beiderseitigen Begrenzungen dieser 
Schicht kann man die abzuleitenden Stetigkeitsbedinguugen an- 
wenden and so aach die elektromagnetischen Felder in den Kör- 
pern miteinander in Beziehung setzen. 

Wir zeigen znent, dafi diA Grenzbedingungen nnter 1. nn- 
Terftndert übertragen Verden können. Wendet man n&mlicli auf 
einen unendlich klanen, unendlicli flachen Zylinder, dessen Ghnmd- 
flftchen d ög der Grenze parallel und zu ihren beiden Seiten liegen, 
nach % die Gleichung 

an, so kann man rechts die vom Zylindermantel herrührenden Teile 
des Integrals yornachlässigen und findet: . 

Jä» J)dT = i^ni + 3^«.) d<Sg; 

die linke Seite stellt aber nach (III) die gesamte Ladung des 
Zylinders dar und wird , wenn man den Zylinder flacher und 
flacher werden laßt, schließlich gleich Qadög-, daraus folgt dana 
Gleichung (255). Ganz aualog gilt wegen (IV): 

Die normalen Komponenten der Verschiebungen lüD und 9 
sind stctiir (wenn keine Flächenladiing yorhanden ist). 

Die Bedingungen unter 2. dagegen müssen bei bewegten 
KArpern abgeändert werden. Wir wenden die Gleichung (253) 
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auf ein infinitesimal schmales, mit der Materie bewegtes Rechteck 
an, dessen kurze Seiton dN"^ und diV^j (— d N) die Grrenzfläche 
senkrecht crhnoiden, während die lanp:cn Seiten ds^ und d$g(j=^ ds) 
zu ihr parallel sind. So finden wir: 

WO n die Xormale dos "Reclitecks bedeutet. Auf dem mitbo\voq"ten 
Fläcbeustück dsdN ist nun eine stetig veränderliche Funk- 
tion der Zeit, desf^leiclien die Größe des Flächenelementes und 
auch das Produkt '45„d8dN*), Beim Grenzübergang zu dN = 0 

yerzcliwindet daher wie <IJir selbst; es folgt deshalb: 

Analog scbUefien wir ans (254): 

S'S* — fs* 

Die Seiten d Si und ds^ können nun jede Ricbtung parallel zur 
GrenzÜäcbe haben. Die tangentiellen Komponenten der 
elektrischen und magnetischen treibenden Kraft sind 
daher stetig. 

Bei Anwendung^ dieses Satzes auf die Grenze eines Körpers, 
gegen den leeren Kaum liat man für q auf beiden Seiten die 
Geschwindigkeit des Kör})ers /u setzen; denn aucli die im Iteieu 
Ivaum gelegene Hälfte des Rechtecks dsidNf über welches wir 
integrierten, hat diese Geschwindigkeit. 

d) Der Wilsonsche Versuch 3). (Vgl. § 2 und 4.) Wir 
neihmeii das Dielektrikum als gleichförmig bewegt an; die Über- 
tragung auf den wirklichen Fall der gleichförmigen Rotation ist 
nach § 22 eine erste, aber zur Diskussion des Versuches völlig 
ausreichende Näherunj^f. Ferner denken wir uns das Dielektrikum 
als eine nach zwei Dimensionen (der X- und f/-Richtung) unendlich 
ausgedehnte Scheibe von der Dicke h Ebenso sollen die Platten 
des Kondensators unendlich ausgedehnt sein und von den Greuz- 

*) Für einen ruhenden Ponkt kann 9 unstetig weclueln» wwn 

gerade eine Greuzflnclie fll)er ihnhinwegitTeieht; deswegen wäre es fälscht 
ans (I) die Stetigkeit der tangentiellen Komp<»iente von d sn folgern* 
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flächen des Dielektrikums beiderseits durcli leere Schichten von 
der Dicke a getrennt sein. Wie in § 4 soll die Geschwindigkeit 
der dielektrischen Scheibe in der ar-Kichtung, das jnagnetis<^e Feld 

im Außenraum in der ^-Riclitung liegen. 

Es ist von voruherein wahrscheinlich, daß sich unter diesen 
Annahmen ein stationärer Zustand einstellt. Bestätigt wird diese 
Vermutung durch das aus ihr abgeleitete Ergebnis, das allen 
Feldgleichungen und Grenzbedingungen genügt. Da dann die 
Dilf erentialquotienieu C/dt Null sind, muJi nach (I) rot also nach X, 

das Integral J (S,ds für jeden geschlossenen Weg verschwinden, 

Ist dies Integral f iir einen Weg, welcher von der Platte Pj mißen 
um die dielektrische bcheibe herum nach Pj führt, gleich E, liegt 
also die Spannung E am Kondensator, so muß es für jeden durch 
die Scheibe von nach P^ föhrenden Weg ebenfalls diesen Wert 
haben, also: 

J\ • 

Wir genügen allen Differentialgleichungen, wenn wir überall 
zwischen den Platten das elektromagnetische Feld nicht nur als 
zeitlich, sondern auch als räumlich konstant, femer die elektrische 

Feldstärke überall parallel zu e, die magnetische parallel y an- 
setzen. Wir haben aber das Feld in den beiden leeren Schichten 
zu unterscheiden von dem in der bewegten Scheibe; es geschieht 
dies durch die Indices a und l. Nach (XXI) und (XXÜ) ist dann 
in den leeren Schichten: 

:d; = <5;, = 

und im Inneren der Platte: 

Nach den Grenz! M clinc'iingen ist die normale Komponente der 
elektrischen Verschiebung stetig, also: 

desgleichen die taagentielle Komponente der treibenden magne- 
tischen Krafi^ daher: 

Laue, BelAtlTitttaprinslp. S.Anfi. 12 
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Die tangentielle Komponente der elekironiotorisclien Kraft ist 
ebenso wie die normale Komponente der Verschiebung SB nach 
dem obigen Ansatz auf beiden Seiten der Grenzflächen NulL 
SchlieJBlicii ist noch 

Die Spannungsdifferons ß xtnd die magnetische Feldai&rke ^ 
sind experimentell gegebene Daten. Zor Bestimmung der sieben 

Unbekannten (S? , (S:\, Xi» und $y stehen die sieben 

Torstehenden linearen Gleichungen sur Verfügung. Von ihren 
Ldsnngen führen wir nur an; 

— 4;,— — e(c«_f/)a-|-(e« — ' 
Da im Inneren der Platten Pj und kein elektrisches i'eld be- 
steht, 80 mißt nach (255) die Dichte der JE'lächenladung an£ 
ihnen. 

Beim Wilson sehen Versuch war = 0, ferner = 1, 
außerdem war a sehr klein Cft'gen / und t^^ gegen c'^ zu vernach- 
lässigen. Man findet aus der letzten Gleichung als Dichte der 
Ladung für diesen 1^'all 

in Übereinstimmung' mit dem Versuchsergebnis. 

Aulfallend ist an dem streng gültigen Resultat, daß für eine 
bestimmte Unterlichtgeschwindigkeit q der Neuner, die Determinante 
unseres Gleichungensystems, verschwindet; es versagt in diesem 
Falle der obige unter Annahme station&ren Zust&ndes aufgestellte 
Ansats. Es hängt dies damit zusammen, daß die Fortpfianzong 
einer elektromagnetischen Störung nach der Haxvell sehen Theorie 

mit der Unterlichtgeschwindigkeit c]^£^ vor sich geht, und die 
von uns vernaclilässigten, vom I\aude der Scheibe ausgehenden 
Störungen deswegen bei der fraglichen Geschwindigkeit niemals 
abklingen. Jene Folgerung aus der Max well sehen Theorie wird 
aber, wie wir schon in § 7 erwähnten, von der Elektronentheorie 

nicht bestätigt. Sie erkennt c/^fift nur als Phasengeschwindig- 
keit bei periodischen Vorgängen, nicht als Ausbreitungsgeschwindig- 
keiten von Störungen an, so daß mau füglich bezweifeln kauu) 
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daß man sich bei diesem Schluß noch im GlUiigkeitsbereiclft d«r 
Haxwellflohen Theorie befindet. 

e) Die Veranche von Röntgen und Eichenwald [VgL 
§4,d)]. Für die Beschrübung des magnetischen Feldes hat man 
im allgemeinen die Wahl swischen den Vektoren ^ nnd im 
leeren Baum, in welchem die Beobachtung bei d«i Rdntgen- 
imd Eichenwaldschen Versuchen erfolgt, werden aber beide mit 
dnander identisch. Aus (XXQ) folgt nun lür nnmagnefische 
Körper (f» = 1): 

und daraus uach (IIb): 

Da nach (IV)div^ = 0, und jeder Eaumvektor durch seine 
Rotation und seine Diverfrenz eindeutig bestimmt ist, so kennt man 
das magnetische Feld vollkommeti, wenn außer dem Verschiebunga- 
strom 't), dem Leitungsstrom 0 nnd dem Konvektionsstrom pq 
noch der Eöntgenstrom rot\^ — (5, q] gegeben sind. Da mau 

fSa kleine Werte Ton — wegen des I'aktom nach (XXI) in 

erster Nfihening hier 2) = s(S setoen kann, so hat der Böntgen- 
strom in homogenen Eörpeni die Dichte 

(«_l)ro<[eq] 

in Übereinstimmung mit dem Versuchsergebnis. 

f) Der Fresnelsche Mitführungskoeffizient*). Für 
die Optik der ponderablen, ruhenden Körper haben wir nach § 5 
^ = 1 und für S das Quadrat des Breclmngsindex n zu setzen. 
Die Gleichungen (20) für eine ebene Welle, bezogen auf das mit- 
bewegte System lauten deshalb: 

— sin 0, = ^» sin 0, 

wo analog zu (172) gesetzt ist: 

eo«(@Oj|^) ^ cos cos yo) = sin ^ eas 9', 
CO« (©•#«) = stn^owi^p«, 

12* 



(266) 
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Kitcli (234) und (236) drückt sieli dasselbe in den Begehungen aus: 

= 3»o sin 0, » = »o sin 0. 

Man sieht an der letzteren Form wie bei der läeoiie der Aberration 
in § 16a, daß 0 für alle berechtigten Bezugssysteme denselben 
Wert haben muß. Tm Gegensatz zu dort sind hier aber nicht 
alle diese Systeme ^leicliwertii?, dio Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der Phasen V ist vielmehr nur für da^^ System ii^ gegeben, für 
alle anderen erst zu bestimmen. VVir setzen daher für ein 
anderes System Kt 

und suchen neben V und ^ auch V durch Transformation zu be- 
rechnen. 

Führen wir nun die ]>ezielle Transformation (XI) aus, indem 
wir unser System mit dem dort eingeführten K' identifizieren, 
so finden wir aus (256): 

/ . (q-^cnco8 y)x-{ - n sin S° \ & — 7* (y coa 4" * g "^l 



f(c-\- (in cos i''") 
Durch Vergleich der beiden Formen von 0 folgt; 

c 4- 7 »» cos i** 



J 



r=zc 



(267) 



V(2 + « n cot *•)« -h «■ (c» — fl^ «»• . 

Bmm Fi ze an sehen IntezferenzimiidL fSUt die Wellennor- 
male in die Richtung der Oesehwindigkeit oder die ihr entgegen- 
gesetzte, 80 daß 9^ =: 0 oder =: ir, und 

TT c±ntr c 1 1 \ I 

c« ± <7 n — * V «V ' 

wird. In erster Näherung tritt also die Geschwindigkeit 
des Körpers multipliziert mit dem Fresnelschon Mit- 
führungskoeffizienten 1 — l/n^ zur Phasengesch windig- 
keii e/n additiv hinzu, wie es der experimentelle Befund ver- 
langt. 
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Um den früher angekttndigten Znsammenliang mit dem Ein- 
st ein sehen Additionstheorem der Geschwindigkeit zn erkennen» 
hat man nach der Geschwindigkeit des Strahles im bewegten 
Körper zu fragen. Beim ruhenden Körper ist bekannt» daß ein 
zylindrischer Ausschnitt aus einer ebenen Welle, wenn der Zylinder- 
mantel von Strahlen gebildet ist, sich unverändert in der Strahl- 
riohtnng fortpflanzt, und zwar gilt dies mit jeder bdiebigen An- 
n&herung, wenn wir die Grundfläche des Zylinders gegen die Licht- 
wellenlänge hinreichend groß wählen. Ein materieller Punkt, 
welcher sich dauernd in diesem Zylinder befinden soll, muß daher 
Strahlgescbwindigkeit haben. Die Tatsache, daß er dauernd be- 
leuchtet wird, gilt nun aber für alle Bezugssysteme. Daher muß 
ßich die Strahlgeschwindigkeit wie die eines materiellen Punktes 
transformieren. Im System hat sie nach der Maxwollschen 
Theorie den Wert c/w. Nach dem Additionstheorem [Gleich. (37)] 
hat sie mithin im System K den J3etrag: 



wipbzend cUe Neigung ^ des Strahles gegen die Bichtnng der Ge- 
Bchwindigkeit durch die ans (88) folgende Gleichung 



bestimmt ist. Strahl und Wellennormale haben, wie aus 
den letzten Gleichungei^ und aus (257) hervorgeht, im bewegten 
Körper im allgemeinen yerschiedene Richtung und Ge- 
schwindigkeit. Die Unterschiede müssen aber ans Sy mmetrie- 
grunden fortfallen, wenn wie beim Fizeanschen Versuch s= 0 
oder =s % ist. Dann wird in der Tat in Übereinstinmrang mit 
dem obigen Wert Ton Vi 



Wir haben hiermit die Erklärung aller in § 2 genannten Er^ 
fahrongstatsachen ttber die Elektrodynamik der bewegten Körper 
ndt alläniger Ausnahme der Dynamik des Mektrons gegeben. 
Das Fehlschlagen aller Tersnche, auf der Erde einen Einfluß der 
Erdbewegung nachzuweisen, erklärt das BelatiTitätsprinaip an 



Vc» H- n*a» -I- 2 gen eos »'* — g» wi* »* 
cn-^qco»9* 



ig» =s 
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Bich. Zur Deutung der Aberration« des Doppler sehen Prinzips 
sowie der sonstigen Beobachtungen über den Einfluß der Be- 
wegung der Körper gegeneinander wurden außer jmem Prinzip 
keine anderen Tatsachen oder Hypothesen herangezogen, als die 

in der Max well sclien Elektrodynamik des Vakuums und der 
ruhenden Körpt r enthaltenen. Alles weitere ergab sich als not- 
wendige, eindeutige Folge. Unter Vorbehalt einer Prüfung der 
Dynamik des Elektrons können wir also behaupten: Die Er- 
fahrungen auf elektromagnetischem Gebiete bestätigen 
das Belativitätsprinzip in allen seinen Jb'olgerungen. 

§ 24. JSnergie und pouderomotorische Kraft. 

a) Die ünEuI&nglichkeit der Ifaxwellschen Theorie. 
Einige Überlegung erfordert die Ableitung der ponderomotorisdieii 
Kraft für die Kinkowskische Elektrodynamik, denn der Ansais 
(££) und (X) der Haxwellsohen Theorie für ruhende Körper kann 
Bohon aus dem Grunde nicht für unbedingt richtig angesehen 
werden, wtSl nach ihm auch Punkte des leeren Baumes Kräfte w- 
f ahren können. An dieser SteUe müssen wir also die If axwellsche 
Theorie zunächst ergänzen, doch SO, daß ihre Übernnstiminung 
mit der Erfahrung dabei nicht aufgehoben wird. Nun haben wir 
schon im § 15 (S.114, Anm.) gesehen, daß die Kraft auf das Vakuum 
dann auftritt, wenn man die elektromagnetische Bewegungsgröfie 
nicht berücksichtigt. Ks kann daher kein Zweifel sein« daß man 
den Ansata (IX) nach (161a) au 

ZU erweitern hat Vorläufig kennen wir die Qröfie der Impuls- 
dichte g freilich nur fttr den leeren Raum; nach (160) ist sie dort 
gleich l/e[(S^l 

b) Die Transformation beliebiger ponderomotori- 
scher Kräfte. Nun konnten wir die Kraftdichte % nach (143), 
(144) und (145) unter Hinzufügung ihrer Leistung (mit dem 

Kaktor i c) als zeitartiger Komponente zu der Viererkraft F ei-» 
ganzen, welche sich wegen ihi Li \ eiitoreigenschafL auf den Tensor IT 
vermöge der üeüiehung {XYl) 

F= ^JivT (XYI) 
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snrückführen lieA. Es müssen sieh aber alle ponderomoto- 
rischen Kräfte, gleichgültig welchen Ursprungs, der 
Xorentz-Transf ormation gegenüber gleich verhaltexu 
Denn ist in einem berechtigten Systeme ein Körper nnter dem 
Einfloß verschiedenartiger Kräfte im dynamischen und thermischen 
Oleichgewichte, sodaß sich sein Zustand im Laufe der Zeit nicht 
ändert, so bedeutet dies, daß die Besultante aus diesen Kräften 
sowie ihre Leistungen in Summa verschwinden. Der Tatbestand 
der ünveränderlichkeit des Zustandes kann aber nicht dadurch 
aufgehoben werden, daß wir der Betrachtung ein anderes Bezugs- 
Evstcni /uL^nindc legen. Auch in diesem müssen sich die Kräfte 
und liue Li istunLren gegeneinander aufheben. Dies können sie 
aber nur dann in beiden Systemen tun, wenn sie sich alle gleich 
ti'ansformieren, d. h. wenn sich jede Art von Kräften mit der ent- 
eprecheudea Leistung zu elnein Vierervektor 7Ai8ammenfas8en und 
damit nach (XM) auf einen W elttensor zurückführen läßt 

c) Die Bedeutung der Komponenten des Welt« 
tensors T, Nun muß Gleichung (XVI), angewandt ) auf die 
xeitartige Komponente: 

den Eners^esais enilialten, da Hnks die Leistung {A) der Kraft 
pro Volumeinheit steht. Setzen wir nämlich: 

— tcTu = <S« usw., — 2ji = TT . . . (258) 

wie in (161), so lautet diese Bedehung: 

-<i + Ät;@+'^ = 0 (269) 

dnreli Integration über einen abgeschlosflenen Bereich geh€ sie 
nach dem Gaußscben Sata (x) über in 

AdB -f Wd& = j 'B^diS. 

Es ist aber nach dem Kntrgieprinzij) das Kennzeichen der Be- 
griffe Energiedichte und Energieströmung, daß sie zur Leistung 
^AdY m dem Zusammenhange stehen, wie hier die Größen W 
und 3. Wir werden daher den Skalar W als £n«:giedichte^ den 
Vektor @ als Energieatrom betrachten. 



Digitized by Google 



— 184 — 



Angewandt aui die ranmartigen Eomponenteo eirgibt (XYl): 

V — äT»M d/i^\ 

F. _ ^.r - - ^ dlKTc^'O 

und weua wir 

a 

2*«« = px«f = naw. — ^ T.i = usw. . . (260) " 
setäsen: 

g = -l.h.p-|i («i) 

oder nach derselben Integration wie oben gemäß £: 

Wir wollen nwi, wie sohon in § 16 erwähnt, anßer dem Energie- 
prinzip auch den Bnpnlssats als ein empirisch wohlbegründeies 

Axiom in die Relativitätstheorie übernehmen. dt^%dS = Udt ist 
nacli ihm der mechanische Impulszuwachs, welchen die betrachtet© 
Kraft den Körpern im Integrationsj^ebiete in der Zeit dt verleilit. 
Soll also die letzte Gleichung iur aÜe nur denkbaren körperlichea 

Systeme nnd Vorgänge gelten» so müssen wir <il^|g£{iS als den 

liiclitmechanischen Impukzuwachs und das Olierflächeninte^ral 

dfjp„<iö als den von außen einströmenden Impuls, d. h. p als 

einen räumlichen Spannungötenpor deuten — genau so wie in 

§ 16. — Wir vermeiden hier das Wort „Kraft^ für j|»N<2tf, weil 

es nicht mehr snträfe, wenn die Grenzfläche bewegte Körper 
schneidet» Wir verweisoi in dieser Ansicht auf § 29^ Manche 
Autoren yennttden deshalb anch den Ausdruck ,|Spannmig'* für 
den Tensor p und nennen ihn die ImpulBströmung, im Gegensatz 
SU den ^^relativen** Spannungen t, von denen in § 29 die Bede 
.sein wird. Doch gehören die Maxwell sehen Spannungen zu der 
ersteren Art. 

Freilich sind diese Bestimmungen nicht eindeutig. Man kann 
als Energiedichte 14^ vermehrt um einen zeitlich unveränderlichen 
Skalar, als Impulsdichte g vermehrt um einen solchen Vektor, als 
Energieströmung die Summe aus ® und einem diyergenzfirdien 
Vektor und als Spannungstensor die Summe aus p und einem 
divorgenzfreien Tensor ansehen, ohne daß sich etwas an den 
Uleichungen (259) und (261) ändert. Eine weitergehende ün- 
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bestimmtheit, daß sich z. B. für W zwei wesentlich verschiedene 
Zustand sfuiiktionen angeben ließen, die der obigen Energie- 

gleichuiig- genügen, widerspräche dem Energieprinzip, welches 
wesentlich darauf heruht, daß die Energie nur bis auf eine 
adrlitive Konstante unbestimmt bleibt, und Entsprechendes ^t 
für den Impuls. Wenn wir aber darüber hinaus von den an- 
gegebenen möglichen Zusätzen absehen, so ist das zweifellos eine 
neue Hypothese, welche zurzeit noch nicht einmal empirisch 
völlig ?M refhtfortigün ist, sondern sich zunächst nur durch die 
außerordentliche Vereinfachung enij)fielilt, welche sie in die 
Theorie, besonders auch in die Mechanik hineinbringt. Sie 
gestattet, wie der Vergleich von (258), (260) und der Be- 
ziehung Tjh = T},j unmittelbar zeigt, vor allem die bisher 
völlig unzusaninien hangenden Begriffe des Impulses 
uud der £n ergiesti ömuiig in die universelle Beziehung 

« = ® (XXV) 

zu setzen [Planck^)], welche wir als den Satz von der 
Trägheit der Energie bezeichnen*). Wir werden diese 
Hypothese in der vorliegenden Schrift dauernd beibehalten. 

Außer dem nichtmechanischen Impuls gibt es dann, wie wir 
schon in § 15 an dem Beispiele des elektromagnetischen Impulses 
sahen, einen gleichartigen Ureliimpuls, welcher sich nach der 
Formel (162) .8 = ff,a]dS 

berechnet. Die dortigen Betrachtungen können unverändert über- 
nommen werden, sofern die im Integrationsgebiet liegenden Körper 
nidit üImt dessen Grense binftusragen; anderenfalU treten Be- 
trachtongen wie in § 31 in Kraft. Wie die Summe ans allen 
Bnpnlsarten, so ist auch die aller Drehimpnlso zaÜich unver- 
änderlich. 

d) Anwendung auf die Elektrodynamik. Wenden wir 
dies Ergebnis auf die Elektrodynamik, und zwar im System ii!® 
an, so finden wir nach (XXV), da der Energiestrom nach (19) 
<S® = c[(S°^*^] ist, als die Dichte des elektromagnetischen Im- 
pulses den Vektor i 

= 7 L^'^": (262) 

*) Näher« vgl. § 24. 
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Wir bleiben iu ÜbereinBtimmung mit der Erfahrung, wenn wir 
för den Spannungstensor den MaxwelUchen Ansatz (X) un- 
verändert abernehmen nnd nach (261) 

go ^ _5i^,pO__i^|;(5o^oj .... (263) 

1 ö 

Betzen. Denn die Zusatzkraft — "^^t^^^^J entzieht sich durch. 

ihre Kleinheit stets der Beobachtung*). Auch enthält in diesem 
Falle die Fortlassung eines zeitlich nnyeränderlichen Summanden 
bei der Impulsdichte keine neue Hypothese. Denn ein solches 
Glied bliebe auch dann bestehen, wenn das elektromagnetische 
Feld verschwindet; es entbehrte in diesem Falle aber ofCeubar 
jeder Berechtigung. 

Damit ist die oben geforderte Ergänzun<^ der Max^Y( 11 sehen 
Theorie durchgeführt. Der elektrodynamische Weltten-or T ist 
durch die Angabe von TF° (Formel Vlll), (TX) und g° bzw. 
©*'(262> rindeutig bestimmt. Will man die En* i L^ie oder Impuls- 
dichte fiir ein anderes System K berechnen, in elchem sich der 
Körper bewegt, so hat man nur die Komponenten von T gemäß 
der in § 13 angegebenen Eegr] [vq^l. (IHO)] und die Kaum vektoren 
^, ^D, v^, 33 nach § 21 zu transfürmiereu. Wir müssen uns die 
Ausführung dieser Reclinung des Platzes wegen versagen. Abra- 
ham^) findet dabei: 

TT = 4 ((6 SD) + ($»)) + (q. [ffi - [S) SB]) . 

Die Jon Tesche Wä r m e. Trotz der unter h) ausein- 
andergesetzten üemeinsamkeit des Verhaltens der Yiererkraft F 

*) Betechset man den Maxwelliohen Werl der Knfidiehto 
atts (IX) und (Z), so findet man dabei einen Summanden 

welcher stets unterhalb der Grenze der Meßmöglichkeit liegt (vgl. z. B. 
E. Cohn, r»us clektiumagnetische Feld; Iieipaig idOO« B.553). Unser 
Zuaatz macht daraus 

7^(('/'-i)[«-e"j). 

was Ton derselben Gr&ßenordnung ist. 
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in den beiden 6eb!eien der Elektrodynamik bestellt dock ein 
gemasoTf auf der atomietischen Struktur der Materie berohender 
Untersehied hinaickÜlGh der Bedeutung ihrer xeitartigMi Ebm.» 
ponente. Iq § 15 war F senkrecht auf der Weltiinie des Elektrons. 
Hier aber haben die Weltlinien der Leitnngselektronen im allg»* 
meinen andere Bich tun gen als die Weltlinie der materiellen Funkte 
des Körpers (vgl, Fig. 18). So können wir es verstehen, daß hier 
die Viererkraft auf den letzteren nicht senkrecht steht. In der 
Tat ist die zur Weltlinie parallele Komponente von F, d. h. ihre 
zeitai-tige Komponente bezogen auf das System JC^, nach Gleichung 
(259), (18) und (19): 

P|o = — ^ivio T 

= - {iio^ + ^) = 1 = 7 «». 

also im allgemeinen von Null verschieden. Auch wenn der Körper 
ruht, leistet die elektrorlynamisch*^ Kraft an den sich in ihm 
bewegenden Leitungselektronen eine Arbeit, welche sich als 
Joulesche Wärme äußert*). Infolgedessen ist auch das skalare 
Produkt ( Yi«') nicht wie in (146) Null; berechnet man es aus den 
Komponenten beider Vektoren nach den Achsen des Systems jK®, 
so findet man vielmehr, da nach (83) X«o = 0 usw, Ii» = i ist» 

iYF)=^Yv^Fv*=^-\q\ I 

Benutzt man aher die Komponenten nach einem anderen System K 
dazu, so folgt nach (83): 

( YF) = Y^F» + r„r„ 4- Y,F, 4- YiFi = == - T e 

Diese Gleichung zwingt zu der Deutung, daß 

■F| = ^{(qe) + e> (264) 

die Verallgemeinerung der obigen Gleichung für JP^ und daß . 

Q^Y^Elqi^ (266) 

*) Genau genommen ist unter alle die Energie (pro Zeit- und 
Volumeinheit) gemeint, welche des eUktromagBetiache Feld als Arbeit 
hl den Atomen lebtet» also aufier der Joule sehen auch die Peltler^ und 

Thomsonwärme, die Energievermelirung durch chemische Zersetzungen 
oder KonzentrationsänderungfPn. Nnr weil diese alle auf Inhomogeni- 
täten der Körper beruhen, müssen wir sie im Text ausschiiefien (vgl. 
8.84, Anm.). 
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die .Joule sehe Wärme, bezogen auf A', ist. Die meclianisrlie 
Arbeit (q und dio Joule sehe Wärme Q treten hier additiv zur 
(iesamtleistung zusammen. 

Um Q für ein beliebicfes System durch die Feldvektoren 
auszudrücken, beachten wir» daß nach (243) und (248) das 
skaiare Produkt: 

U[rsB]) = {(3 + iq. C) - i(qe*)} = 

also, ftlr berechnet, 

ist. Aus den beiden letzten Gleichungen nnd (264) folgt: 

e = (0(£*) = (^),(g + l[q©]) . . . (266) 

Für die Umrechnung der elektrodynamischen Kraftdichte ^ 
bei der speziellen Lorentz-Transformatiou (XJ) gelten ähnlich© 
Formeln wie in der £lektronentheorie; man erhält sie unmittelbar 
aus (147), indem man entsprechend (264) dort (qg) durch 
(qi5) + ö ersetst*): 

S^+t^(q'?') + ^) . 

yi—ffl * ^ ü* = ü* • (26/> 

« 

Für die Gesamtkraft $t = J^^Ffolgt daraus wie in § 15 [vgl. 

(149)J und unter denbelbeu Beschränkungen: 



c* 



(268) 



(Planck^) *^), Dabei ist jB = j ^ Ö die gesamte im Integra- 

*) Bei B«ra<^ichtigung der ElektroatrlktioiL kommt noeh ein 

weiterw Glied hinan, welches mit der zeitliiAen Yerftnderong des 

SpannungsznstaTiflea proportional ist. 

Der Unterschied zwischen Gleichung (268) und Plancks ent- 
sprechender Formel (32) erklärt sich daxaus, daß Planck neben der 
Kraft noch einen änfleren Druck berücksichtigt, der im Binna des 
obigen Textes mit in der Kraft A entkalten ist*). 
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tionsbereich pro Zeiteinheit entwickelte Wärme, Für sie gilt nach 
(26Ö) und (31) die Transformationsf ormel : 

^' ^ ^' (269) 



C*-g|* e — ^* e* 

Wir neben atts diesen Gleiehnngen (Sa» ebenso wiebtig« vi« 
merkwürdige Folgerung, daß im ungestaricbenen System eine Kraft 
ancb dann auftreten kann, wenn im gestricbenen System k^e 
vorbanden ist; dann n&mlicb, wenn Joulescbe Wfirmo entwidcelt 
wird. Erleidet nnn irgend ein vom Strom durcbflossener Leiter 
bei Buhe keine Gesamtkraft» wie z. B. ein nnendlicb langer Brabt 
Ton kreisförmigem Qnersebnitt von seinem eigenen Felde, so be- 
hält er seinen Bohezustand boL Bezieben wir denselben Vorgang 
auf ein berechtigtes System, in welchem er sich bewegt, so heißt 
dies, er ändert seine Bewegung nicht Dennoch erf&hrt er in diesem 
System eine &aft Es gibt also Falle, in welchen eine 
Kraft die Geschwindigkeit unbeeinflußt laßt. Dies auf- 
fallende Ergebnis wird sich in dem siebenten Teüe dieses Buches, 
welcher der Hecbanilc der Belativitätstheorie gewidmet ist, aus 
der Trfi^eit der Energie (XXV) erklären lass«a. 

Selbstverständlich gelten die Transformationsformeln (265), 
(267), (268) und (269) auch dann, wenn die Wärmemengen und 
Kräfte nicht elektrodynamischen, sondern irgend eines anderen 
Ursprunges sind. 

§ 25* Der Strahlongsdnick« 

Eine wichtige, auch der experimentellen Prüfung zugängliche 
Folgerung des Satzes (XXV) g = @/c* ist die, daß jeder von 
elektromagnetisdier Strahlung getroffene Körper eine pondero- 
motorische Wirkung erleidet. Trotzdem die Deutung der ein- 
schligigen Experimente keineswegs der 'Belativitätstheorie vor< 
behalten blieb, sondern die Existenz und der Wert dieses Druckes 
schon von Haxwell (1881) und Boltzmann (1884) voraus* 
gesagt wurden, mag hier kurz darauf eingegangen werden. 

Zu diesem Zweck wollen wir für den schon in § 16, b) unter- 
suchten FsJl der Spiegelung einer ebenen Welle an einem un- 
begrenzten ebenen Spiegel die ponderomotorischen Kräfte ableiten. 
Den Spiegel setzen wir als undurchsichtig voraus. Die Bezeich- 
nungen wählen wir wie dort, und l^en zunächst das mit dem 
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Spiegel bewegte System K° der Betraclitung zugrunde, wollen a"ber 
vorläufig die Indices 0 beim Strahlungsvektor © und dea Winkeln 
und fortlassen. 
Die einfallende Welle läßt auf ein Fläclieustück d(5 des 
Spiegels in der Zeit dt nach der Deiiuition des Pointingßchen 
Vektors 3 die Energie 

ftkßsiu Die reiekfiert« Welle schafft in derselben Zeit von dort 
die Energie 

\®2\d6eoailfidt 

fort. Die Differenz gibt daher die durch Absorption ▼on Strah* 
lung entwickelte Wärme an; ihr Betrag ist pro Zeit- und Sl&chen- 
einheit [nach (178)] und wegen i'i' 

r = (|®x|-i©j|)<»s^i ^l^iWl-Ulmti' .(270) 

Pig.l9. 

StnU 



Strahl 

Von der einfollenden Welle verschwindet an ä6 in der ge- 
nannten Zelt an schiefer Zylinder, der diese IHSche als Baus 
und in der Strahlrichtnng die Länge edi, daher den Inhalt 
eco9i^id6dt hat. Er enthilt nach (XXV) die Bewegungsgrolte: 

@ 

^ccosilfxdödt = —^cosipidCdt, 

welche in Fig. 19 durcli die Strecke Ä Si dargestellt wird Während 
dieser Impuls verschwindet, entsteht an d(5 neu derjenige Impuls, 
welcher m einem zylindrischen Stück der reflektierten Welle ent- 
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halten ist, dessen Grundfläche wiederum dö und -dessen Lance in 
der Strahlriohtung ebeufallfl cdi ist. 3eiu Impuls ist demuacli: 

•r wird in Fi^. 19 durcli die Strecke AS^ dargestellt. Nacli dem 
Oesets Ton der Erhsitiing des Impulses muß daher der Spiegel 
einen mechanischen Impuls gewinnen, welcher, sa dem letzteren 

Vektor addiert, den ersteren ergibt, ako durcli die Strecke S^Si 
repräsentiert wird. Seine Komponenten sind: normal zum Spiegel 

tangential dazu 

^Q^\-'\^%\)co8HfiSinilfid<Sdt. 

Da diese Impulszunabiüe m der Zeit dt vor sich geht, so erfährt 
er nach der Gleichung $t = -g^ sine Kraft, welche, auf die Flächen- 
einheit hesogen, in ihrer normalen und ihrer tangentiellen Kom- 
ponente wegen (178) die Werte 



(271) 



'A<B^\il—U) cos Sinti 

hat. Nach § 16|b) gelten diese Betrachtungen unTerändert, wenn 

der Spiegel sich tangential bewegt. 

Wie der Strahlvektor «Si ist natürlich auch diese Kraft zeit- 
lich schnell yer&nderlicU; bei spektral homogener Strahlung ist 
z. B. jener eine p^odische Funktion der Zeit und die Periode halb 
so lang^ wie die einer Schwingung, also bei allen Schwingungen 
aus dem Spektralbereich der Wärmestrahlunsr außerordentlich 
kurz. Zur Messung gelangt daher stets nur der Mittelwert von 
gebildet über ein gegen die Liehtperiode sehr ],int'es Zeit- 
intervall. Doch gelten die abgeleiteten Formeln auch für diesen, 
wenn man unter den entsprechenden Mittelwert für die 

Energiestrahlung versteht. Dies ist der von Lebe de w, sowie 
Nichols und Hull experimentell nachi:ev,ieöene Strahlungsdruck. 
Er wird natürlich nicht nur auf undurchsichtige Spiegel ausgeübt, 
sondern ganz allgemein auf alle Körper, welche Licht triffti seiu 
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Betrag i^t nach den Boebea auseiuandergesetztdn Prinzipien stets 
einfach zu berechnen. 

Schwierii^'er kann diese Aufgabe nur dann werden, wenn die 
Flächen nicht glatt, oder die Dimensionen der Körper so klein 
werden, daß die Wellenlänge des Lichtes neben ihnen nicht mehr 
zu vernachhi^sitxen ist. In diesem Falle tritt Beugung der Strah- 
lung ein, und es ist der mathematischen Schwierigkeiten weg^en 
zurzeit nur für kugelförmige Teilchen gelungen, den Strahlungs- 
druck ohne jede Kinschränkun« zu berechnen (Debye). Doch 
kann mau von diesem Spezialfall auch auf anders geformte kleine 
Teilchen und einzelne Jloleküle den wichtigen Schluß übertragen, 
daü bei einer bestimmteu Größenordnung ihrer Abmessungen die 

Abstoßung der Sonnenstrahlung 
die Gravitationsanziehung der 
Sonne um ein Vielfaches über- 
treffen kann. Daher spielt der 
Strahlungsdruek neuerdings eine 
wichtige Rolle, in der koBmisohen 
Physik z. B. wird er zur E]> 
klärung des merkwürdigen Phä- 
2 nomens der Kometenschweife 
herangezogen (Arrhenius). 

Natürlich üht die Strahlung 
auch im Inneren eines absor- 
hierenden oder zerstreuenden Kör- 
pers Druckkräfte aus ; denn auch 
hier muß der Abnahme des elektromagnetischen Impulses eine 
Zunahme des mechanischen entsprechen. Z. B. w&chst in einem 
durchstrahlten Gase der hydrodynamische Druck in der Strahl- 
richtung, da sein Gefalle dem Strahlungsdruck das Gleichgewicht 
halten muß. So klein die dabei auftretenden Druckdifferenzen 
auch sind, so konnte nie doch Lebedew 1909 nachweisen. 

Außer dem Druck üben die elektromagnetischen Wellen im 
allgemeinen auch ein Drehmoment auf die Körper aus* BSn be- 
sonders einfaches Beispiel bietet der Fall, daß auf eine plan- 
parallele durchsichtige Platte P eine senkrecht zur Einfallsebene 
polarisierte Welle unter dem Polarisationswinkel einfällt. Die Welle 
passiert dann beide Grenzflächen ohne Spiegelung; ihr Impuls 
bleibt nach Größe und fiichtung erhalten, so daß sie im Mittel 
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keine Kraft auf die Platte auaübt. Wolil aber vird n», wie der 
Strahlengang in Fig. 20 seigt, ratwArtB um die Strecke 

f, d sin (\p •— ' y) 

Teraeiioben, wenn d die Dicke der Platte, der EinfallBwinkel 
und 9> der Winkel ist, den der Strahl in der Platte mit ihrer 
Kormalen bildet. Betrachten wir etwa denTril der Welle, welcher 
in dem echon oben beeprocbenen Zylinder von der Grundfläche 46 
und der Länge edi liegt, legen wir ferner die ^Achee senkrecht 
sur Strahlricbtang in die Einfellsebene, und nennen wir 0 den 
Wert dieser Koordinate für einen Punkt dee Zylinders, so Ist 
nach (168) und (XXV) dessen Betrag zum elektromagnetischen 
Drehimpuls senkreokt snr Einfallsebene 

g\Q0\cd(Sdtcostlf = -—-ßCOSiifdödL 

Dieser Beirag verschwindet an der Vorderfläche der Platte in der 
Zeit di\ neu entsteht dafür an der Büdcfläche ein ihm gleiches 
zylindrisches Stück der austretenden Welle, in welchem die 
^-Koordinate aber den grüJBeren Wert g + t hat, und das daher 
den Beitrag 

iS.(g^()eo8td6di 

liefert. Der elektromagnetische DrehimpuLs wächst also pro Zeit- 
einheit um 

Im gleichen Maße, aber im entgegengesetzten Sinne muß sich nach 
dem Satze von der ErhaltuDj^ des Drehiinpulses der mechanische 
Urjhimpuls verändern. Das auf die l'lattü pro Flächeneinheit 

ausgeübte Drehmoment ist demnach = |@| £^ co« ^; es sucht sie 

um eine zur ESnfallsebene senkrechte Achse in dem in der Figur 
angegebenen Sinne zu drehen. Soll diese Drehung verhindert 
werden, so mufi dazu ein entgegengesetzt gleichee Drehmoment 
anderweitig auf die Platte ausgeübt werden. 

Zum Schluß wollen wir den zuerst betrachteten Spiegelungs- 
vorgang auf das anob schon in § 16, h) eingeführte System K 
beziehen, in welchem der Spiegel die Geschwindigkeit q in Rich- 
tung seiner Normalen hat. Da f'lächenstücke^ welche zur Belativ- 
L»«*, itoktiTiifttQiiiisip. s.A«fl. 18 



Digitized by Gdo^Ic 



— 194 — 

gesch windigkeit zweier berechtigten Systeme senkreclit sind, beim 
Übergang von einem zum anderen nicht verändert werden, so 
können wir dio auf die Flächeneiiilieit bezügliche Kraft ■j.^n und 
Wärmemenge r wie und H nach den i'ormeLn (268) und (269) 
transformieren. Die Bedingung des stationären Zuetandes, an 
welche diese Gleichungen ebenso wie (149) gebunden sind, werden 
bier, zwar nicht von den Momentanwerten des Strahlungsdruokes 
und der Wizifne r erfaDt, woU aber von den «itUohen Hitlei- 
werten, Ton denen im "folgenden allein die Bede sein solL Da* 
gegen dürfen wir nicht, wie oben, eine tangenti^e Qesehwindig- 
keit zulassen; wäre n&mlich eine solche Torhanden, so leistete 
schon in dem oben angewandten Bezugssystem der Strahlongfs- 
druck «ine Afbeit, welche nach (268) in die TransformationB- 
formel für die Kraft einginge. Kur für einen ToUkommenen 
Spiegel (CTs 1), für welchen nach (271) % Tenichwindet, gelten 
die folgenden Formeln ohne diese Einschrftnkung. Wir finden 
auf die angegebene Art, wenn wir in (270) und (271) die 
Größen r, ^ sowie und zum Hinweis auf das System JK<> 
mit dem Index 0 verseheni die jC^Biiditung senkrecht zum Spi^el, 
und zwar vom Spiegel in den leeren Baum hineinweisend wfthlen 
und dann nach (179) statt und die auf das System K 
bezogene Intensität |^| und den Einfallswinkel anführen» 



nach leichten Umrechnungen, bei denen /3 = — gesetzt wird: 



[c + (lj cos ./.,) (c cos 4\ -f q,) 



*. = *S + ^r» 



Sowohl die absorbierte ^Yärnle als der Druck Warbsen also bei 
einer Bewegung des Spiegels dem einfallenden Strahl entgegen j sie 
nehmen im entgegengesetzten Fall ab. 
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Vn. Dynamik« 

§ 26. Die Dynamik d«s Manranpiuiktes* 

n) Zweck und Ausgangspunkt der Betrachtungen. 
Zur Vervollständigung unserer Betrachtungen müssen wir im 
letzten Abschnitt dieses Buches auf die Mechanik und Thermo- 
dynamik eingehen. Einmal liamlicli sahen wir, daij die Mechanik 
der bewegten Körper zur Erklärung des Trouton -Noble sehen 
Versuches herangezogen werden muß, wenn mau dessen Theorie 
nicht &vd das mitbewegte System, sondern auf ein anderes .be- 
liehen will; Bodann fehlt -UM ttoch die Theorie zu den in § 2 
beeprochenen Yersaehea fther die Dynamik des Elektrons. Eaär 
lieh aber — und das ist vielleidit das Wichtigste — müssen wir 
noch z^gen, daß die kUssisehe Heebanik und Thermodynamik 
als eine für die Diskussion aller einschlägigen Erfahmngen aus- 
reichende Annähenutg in der Dynamik der Bdatiyitfttstheorie ent- 
halten sind, dafi mithin köne dieser Beobachtungen mit dem 
Einstein sehen Belativitätsprlnzip im Widerspruch steht. Die 
beiden genannten Gebiete, welche bisher g&nzlieh getrennt be^ 
bandelt werden konnten, müssen hierbei Tereinigt werden, weil 
hier fthnliche Verhältnisse vorliegen wie in § 24, wo die Joule sehe 
W&rme in die elektrodynamische Viererkraft einging. 

Damit kommen wir nun an das Gebiet, in welchem sich erst 
die Tolle Tragweite des Belativitatsprinzips zeigt. In der Elektro- 
dynamik des leeren Baumes konnte zwar die vierdimensionale 
Vektorrechnung eine große formale Vereinfachung bringen, doch 
vermochte sie nichts physikalisch Neues hinzuzutun. Und wenn 
in der Minkowski sehen Elektrodynamik der Körper neue £r^ 
gebnisse auftraten, so hatte dies seinen Grund zum Teil darin, 
daß hier der Anschluß an die Elektrodynamik des Vakuums noch 
nicht ganz erreicht ist; bei einem späteren Stand der Wissenschaft 
wurde man wohl manche dieser Ergebnisse ohne »plizite Be- 
nutzung des Kelativitcätsprinzips erhalten können. Im vollen 
Gegensatz dazu schafft die Kelativitätstheorie in der Dynamik 
etwas wesentlich physikalisch Neues, was vorher in keiner anderen 
Theorie auch nur angelegt war. Denn daß die klassische Mechanik 
statt zur Lorentz-Transformation zur Galilei-Transformation 

18* 



Digitized by Qk:)o^Ic 



— 196 — 

führt} haben wir schon in § 1 gesehen. An ihre Stelle muß hier 
etwas wesentlich anderes treten. 

Die Dynamik des Hassenpanktes hat suerst A* Einstein in 
seiner grundlegenden Arbeit rom Jahre 1905, sodann Planck 
(1906) behandelt. Beide suchen noch «inen gewissen Anschluß 
an die klassische Ueehanik aufrecht zu erhalten; denn da diese 
nicht streng gfiltig sein kann, hhw doch für die der Beobachtung 
zugänglichen, gegen die Lichtgeschwindigkeit e kleinen Gesdliwindicf- 
keiten empSrisdi richtig ist, so wird sie hier als Näherung, als 
CfrenzfaU ffir $ = 0 bmbehalien. Für uns freilich hat dies Vor- 
gehen seine Nachteile. Einmal nämlich widerspricht es dem 
Prinzip, die Zahl der Hypotiiesen auf ein Minimum «nzuschränken, 
wenn wir hier die klassische Mechanik sls Näherung annehmen. 

Dmn sie enthält nichts als den Impulssatz St = -jj und die An- 
nahme ® = mq. Den ersteren haben wir schon eingeführt und 
in der Gleichung ('X^^) F = z/tv T vierdimensional formuliert, 
der Impuls aber laÜt sich nach dem Satz von der Trägheit der 
Energie auf andere Größen zurückf uliren. Es muß also mög- 
lich sein, allein auf Gleichung (XVI) die Dynamik zu begründen. 
Sodann aber ist das übliche anschauliche Verfahren, die Dynamik 
der Kontinua auf die des Massenpunktes zurückzuführen, schon 
in der Newtonschen Mechanik schweren axioniatischen l^edenken 
ausgesetzt, wahrend umgekehrt der Grenzübergang vom Ivontiuuuni 
zum Massenpunkt durchaus einwandfrei ist. Alle diese Bedenken 
worden sich auch auf die BelatiTitärtetheorie übertragen, ja sie 
werden hier sogar erheblich verstärkt; es ist nämlich überhaupt 
nicht möglich, jenes Verfahren einzuschlagen. Denn die New- 
ton sehe Mechanik gilt wohl für den Massenpunkt im Grenzfall 
q = Oy für das Eontinuum aber wäre diese Aussage im allge- 
msinen falsch (ygL § 28). 

Trotz dieser Gegengründe wollen wir die Dynamik desMassen- 
punktes auf der Einstein -Planck sehen Grundlage um ihrer 
namentlich in der Minkowskischen Bchandlungswdse hervor- 
tretenden Einfachheit willen voranstellen» indem wir ihre tiefere 
Begründung auf die nachfolgenden Paragraphen verschieben. 

b) Minkowskis Grundgleichung für die Dynamik des 
Maasen Punktes. Wir stehen unter diesen Umständen vor einer 
ganz ähnlichen Aufgabe wie bei der Minkowskischen Elektro- 
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dynamik der bewegten Kdrper (Teil VI). Hier vie dort sind uns 

gewisse Gleichungen für den Fall q = 0 bekannt; wir sollen sie mit 
Hilfe des Relativitätsprinzips verallgemeinern. Das Ver^ihren besteht 
bier wie dort in der Aufeuchnng gewisser Beziehungen zwiadhen 
Yiererrektoreiii welche schon ihrer Form wegen unabhün^rig vom 
Bezugssystem sind, und von denen dann nur noch zu zeigen ist, 
daß sie Im Falle q = 0 in die vorgegebenen Gleichungen übergehen. 

Die Kraftdichte % konnten wir in den § 15 und 24 2U der 
Viererkraft F ausgestalten, deren Komponenten 

= JV===Sfy, JP,=r8f„ (272) 

sind, wenn wir von anderen Leistungen als mechanischer Arbeit 
absehen. Beim Übergang zur Kraft 



r 



ging freilich die J^infacliluMt dieser Transforniat Ion verloren [siebe 
Gleichung (149)], weil daa \'üiumen 6 V keine Invariante der Trans- 
formation ist. Wohl aber ist nach Gleichung (ßl) ö Vi)/c^ — g,* 
invarianti so daß die Gröi^n 



Hz 



wieder die Komponenten eines Vierervektors, des „Minkowski- 
schen K r af tvektors" iC werden. Femer gelangten wir in § 10 
zur Definition der Vierergtöchvvindigkeit Y, indem wir das als 
Vierervektor betrachtete IClement einer Weltlinie duicii die zu- 
gehörige Eigenzeit 



dt 



^dt^l^^ (274) 

[vgl. (83)] dividierten. Wir wiederholten darauf [vgl. (85)] die 
Differentiation nach dt, indem wir die Differenz der Vektoren Y, 
genommen für den Anfangs- und Endpunkt jenes Linienelementes, 
durch dt dividierten; so gelangten wir zur Viererbeschleunigung 

• Die Minkowskische Grundgleichung lautet nun:"* 

K = (XXVI) 
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wo »w ©ine luv^arlante der Trausfonnation und in diesem Para- 
graphen auch zeitlicli uuveränderlicb sein soll. Ilne Analogie zur 
Newton scheu Grundgleichung (1) springt in die xVugen. Sehen 
wir zu, ob sie im Falle q = 0 tatsächlich in diese übergeht. 

Zu dem Zwecke wenden wir sie auf die drei räumlichen Kom- 
poueuteu au. Kach (273) uud (274) finden wir dabei: 

- 7 = tn , —= \ 1UW.; 

daraus nacU (52): 

d. k 

Die Kewtonsche Gnmdgleichiiiig (1) läßt aicli nun in die botden 
AiiBBS|;«n 

zerlegen. Offenhar kann man hier erstere beibehalten, wenn man 
die letztere ersetzt durch 

® = v^i 

Da diese neue Beziehung zwischen Impuls und GeschwiBdigkeit in 
die alte ttbergebt» wenn ist| so ergibt die Olachung (XXVI) 

In diesem Falle die Newton sehe Dynamik. Damit ist aber der 
Beweis für diese Gleichung erbracht; zwar haben wir uns hier nur 
mit den raumartigen Komponenten beschäftigt; aber wenn sie für 

die Komponente Ton K und m ~ nach allen raumartigen Bich- 
tungen richtig ist, so müssen notwendig diese Vektoren überhaupt 
miteinander identisch sein, auch in ihren zeitartigen Kouipoueiiten, 
Nähert sich q dem Wert C, so wächst der Impuls über alle Grenzen. 
Deshalb ist ea mechanisch unmöglich, die Lichtgeschwindigkeit zu 
erreichen; keine endhche Kraft reicht dazu aus. 

Bewegt sich ein materieller Punkt unter dem Einfluß einer 
nach Richtung und Größe uuveramltrlichen Kraft ^, so ist bei 
geeigneter Wahl der Koordinatenrichtuugeu nach (273) 

= VT~^ * JEj, = JT, = 0, ^ ss= - T- 
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also der absolaüs Wert 

«ine Konstante. Dasselbe gilt daun nach (XXVI) von dem Betrag 



d Y 



Stx 

mc 



dl 

der Viererbeschleuiiigung. Nach § 10, c) [Gleiclmng (87)] folgt 
hieraus, daß der Massenpunkt die Hyperhelbewegung mit der 

Bnbbesohleimigiing i/l = — annimmt. Kau bezochnet m ab 
jdie Biihmasse. 

c\ Longitudinale und transversale Masse. Die auf 
den Impuls bezügliche Gleichung (276) hat die Form 

® = qf(4*)r (277) 

wobei 

ist. Zuniobst machen wir aber von dieser Kenntnis über die 
Funktion f keinen Gebrauch,, sondern folgern ans (277)^ da 



ist; 



Ä = ^ = qfCfl») + 2 q(qq)/"(««) (279) 



dt 

f ist die Derivierte von f. 

Wir 7* liegen nun Kraft und Beadüeunigung in drei zuein- 
ander senkrechte Komponenten. Die ersten, und q^, sollen 
in die Eichtung der Gefell .vindigkeit fallcii , die zweiten, und 
qe, in die durch Geschwindigkeit nnd Kraft bestimmte EbenOi 
während die dritten, j^« und q«, senlcrecht auf dieser stehen. 
$tt ist natüilich 0. Die Anwendung Ton (279) auf diese Kom- 
ponenten liefert dann die Gleichungen: 

4li-q,/'(fi«) = q^l|l, q =0 



(280) 
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Kennt man den FtoportionaHt&tafakior zwiscben den zur 6e> 
sdiwindigkeit parallelen Komponenten von Kraft und Beschleuni- 
gung die longitttdinale, den entspreclienden Faktor für die 
dazu senkrechten Komponenten die transversale Hasse (fit| 
und mt) so findet man aus (280): 

Im Vorliegenden Falle nach (278) somit: 

c*m cm /ftcx 

Die Beschleunigung liegt also in derselhen Eibene, wie die Ge- 
schwindigkeit und die Kraft, hat aber keineswegs die Richtung 
der letsteren« sondern liegt näher als die Kraft an der Normalen 
auf der Geschwindigkeit, da 

\T,l = ;;^l^\>\'^,\ (283) 

ist. Im Grenzfall q ~ 0 werden beide blassen zur Eulimapse in. 

Als Massenpuukt läßt Bich das Elektron bei allen stationären 
und quasistationaren Bewegungen behandeln, wie wir ausführlich 
in § 33 })f;»-ründen wt r ien. Die Abhängigkeit der beiden ^^lasseu 
von der ( Jescliwiiidigkeit, die wir in f283) gefunden haben, steht 
durchaus in Einklang mit dem Kx]it^nment (§ 2), wobei, um es 
zu wiederholen, Paschens spektroskopische Beobachtungen in 
ihrer Deutung durch Sommerfeld an erster Stelle zu nennen 
siud. 

d) Der Energie sats. Gans wie in der Newton sehen 
Mechanik kann man hier den Energiesatz ableiten, indem man 
den Impulssatz (279) mit<( skalar multipliziert, N&mlich nach (280) 
und (281): 

(qÄ) = (qq)[/'(3«) + 2öV(rtl = = ^{^7^)^"^^) 

Man sieht, damit diese Gleichung das Energieprinzip darstellt^ 
muß bis auf eine Konstante die Energie 

sein. Auch die Energie wächst somit Uber alle Grenzen, wenn 
sich die Geschwindigkeit dem Wert c nähert. Für kleine 6e* 
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seil windigkeiten hingegen f5timmt sie bis auf eine Konstante 
übereiu mit der kinetischen Energie ^mg^ der Newtouschen 
Mechanik. 

Weit bequemer aber ist es, den Energiesatz unmittelbar au 
die Gleichung (XXM) anzuknüpfen, indem man diese auf die zeit- 
artige Komponente abwendet. Denn nach (273), (274) und (83) 
findet man unmittelbar: 

Es sind somit aucb hier wieder Enerj^ie- und Impulssatz zu einer 
einzigen Gleichung zwischen Yierervektoron zusammengefaßt. 

Erwähnt sei zum Scbhiß, daß, solange die Masse konstant 
ist, nach (XXVI) und (85 a) das skalare Produkt * 

(rz) = i«(r^f)rr.o (287) 

ist. Nach § 24 bedeutet das Nicbtverschwinden die?*^« Vroduktes, 
daß die Kraft dem Körper außer der mechaniBchen Arbeit noch 
eine andere Energie, etwa Wärme, zuführt. Da, wie wir in j5 27 
sehen werden , Gleichung (XXVI) auch dann noch gilt, so ist mit 
einer solchen Energiezufuhr stets eine Hassenänderuug verbunden« 

§ 27, Die Grundlagen der Dynamik der Kontinua. 

a) Die Unmöglichkeit des starren Körpers^). Von 
den kontinuierlich ausgedehnten Körpern spielt in der Newton- 
sehen Dynamik der starre Körper eine besondere BoUo, weil er 
sich dynamisch in mancher Beziehung wie ein Massenpunkt ver- , 
hält. Wir sahen schon in § 7, daß man in der Belativitätstheorie 
keinem Körper unveränderliche Form zuschreiben darf; doch 
wollen wir jenen an einem Beispiel geführten Beweis hier durch 
einen allgemeinen ergänzen. 

Zunächst liegt auf der llmd. daß der starre Körper der 
Newtouschen Dynamik hier nicht in Frage kommt; er würde 
ja bei der Bewegung nicht die Lorentz- Kontraktion zeigen. 
Manche Autoren haben versucht, die kinematische Definition dieses 
Körpers, welche in der Forderung der unveränderlichen Form 
liegt, durch eine Abänderung dem Eelativitätsprinzip anzupassen. 
Eine ganze Reihe solcher Vorscliläge liegt vor, ohne daß einer ' 
davon zu allgemeiner Anerkennung gelangt wäre. 
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Und das Lat seinen guten Grund, Ein deformierbarer Körper 
nSmlich bat für die in ihm möglichen Bewegungszustände an- 
endlicli viele FreiheitÄ£7Tade. Beine Deformation ist nicht durch 
eine endliche Zahl vou Parametern, sondern nur durch gewisse 
Funktionen zu beschreiben, welche die Verschiebungen seiner Punkte 
aus der Buhelage angeben. Umgekehrt, bat der £örper unendlich 
Tiele Freiheitagradey so kann man eine endlidie Zaihl leiner Punkte 
beliebig gegeneinander Tersdiieben, man wird 0m alsQ ala defor- 
mierbar bezeichnen mflesen. "V^l man den stalten Körper da- 
gegen abgrenzen, so kann dies nur so geschehen, daß man die 
Zahl dieser Freiheitsgrade tad ein endliches Maß besehrftnkt. 
Wegen der Unmöglichkeit einer Überlichtgeschwindigkeit bei der 
Ausbreitung physikalischer Wirkuxigen gibt es aber keinen Körper 
mit einer endlichen Zahl von Freiheitegfraden. 

Zum Beweise dieses Satzes denken wir uns einen beliebigen 
Körper zunächst in Buhe. Sodann stören wir an N Punkten 
gleichzeitig diesen Zustand. Nach Ablauf einer Zeit i haben sich 
diese Störungen zwar Ton diesen Punkten aus ausgebreitet, doch 
liegt jede sicherlich innerhalb einer Kugel vom Badius et xsm 
ihren Ausgangspunkt, Solange als t hinreichend Idein ist, wird 
sich kdn Paar dieser Kugeln überdecken. Dann aber haben wir in 
dem Körper N getrennte Bewegungszustände, jeden mit mindestens 
einem Freiheitsgrad; und die Zahl N läßt sich beliebig groß 
wählen. 

Dem starren Körper entspricht in mancher Beziehung die 
unzusammendrückbare Flüssigkeit der alten Theorie; wir .werden 
später zeigen, daß auch diese nicht existieren kann, weil sich in 
ihr Wellen mit Überlichtgrachwindigkeit fortpflanzen (§ 37 a). 

Zur Begründung der allgemeinen Dynamik müssen wir bei 
dieser Sachlage sogleich an deformierbare Elörper denken« 

h) Zurürlrf filirung der Dynamik auf Gleichurtfr ^XVI). 
Wir knüpfen zur Begründung der Dynamik der Kontinua an die 
Überlegung des 24 an, wo wir zeigten, daß sich die pondero- 
motorisehen Kräfte, gleichgültig, welchen Ursprungs, alle der 
Lorentz - Transformation gegenüber gleich vorhalten müssen, 
d. h. daß sich dem Beispiele der elektronentheoretischen Kraft- 
• dichte zufolge die Kraftdichte stets unter Hinzunahme der Leistung 
als zeitartiger Koinpoueute zu einem Yierervektor, der Yiererkraft» 
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erigänzen läßt. Die letztere muii »ich aus rein mathematisclien 
Gründen gemäü der üleichong: 

Pss—^fvT (XVI) 

auf einen Welttensor T zurückführen lassen, und zwar muß diese 
Gleichung, angewandt auf die zeitliche Komponente, notwendiger- 
weise als Ausdruck des Energieprinzips, angewandt auf die räum- 
liehen Komponenten, als FonunHemng des LnpnlssatBes gdten, 
wenn anders wir diese beiden Prinzipien überhaupt beibehalten. 
Das führt daan, die Komponenten T««« ^»y usw. als die Kom- 
ponenten eines rftumHchen Spannungstensors p, — Tu üb die 
Knergiediohte, — iel\m nsw. als Komponenten der Energie- ^ 

Strömung S und Txi usw. als Kompouonten der Impuls- 

c 

dichte g aufzufassen, d. h. in schematischer Schreibweise: 

ptm p*y Pxt 

Pyx pyy Paz «Cg» 

rp — 

— pM» pty Piz «cg, 

zu setzen. Aus der Symmetrie des Welttensors läßt sich dann 
der Satz vou der Trägheit der Energie 

8 = 1 • • (XXV) 

ableiten. Um nun zur Dynamik überzugehen, so müssen wir die 
obigen als Welttensorkomponenten definierten Größen als Dichte des 
mechanischen Impulses, als mechanische Spannungen usw. 
deuten, wobei gleich Yorweggenommen werden mag, daß der 

Tensor p, dessen Komponenten Txt usw. sind, mit dem Tensor, 
den man gewöhnlich als den elastischen Spannungstensor be- 
zeichnet, zwar nahe zusammenhängt, aber nicht identisch ist. 

THe wichtigste Frage ist daljei, welche Energiearteu wir hier 
zur Diciite zusammenfassen wollen. Die Antwort lautet: Alle 
diejenigen, welche im Buhsyatem keine Strömung zeigen*), 

*) Es wird hier )iur vorausgesetzt, daß die unmittelbarste Um- 
gelmng des betrachteten matoidlen Pdnktes ruht; erst später hei der 
Integration ftber das Volumen muß der ganze Kdrper in Jt* ruhend 
angenommen werden* 
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daher auch keinen Impuls ergeben. Dazu gehören Wärme*), 
chemische, elastische Energie, innere Energie der Atome und viel- 
leicht noch neue, unbekannte £ner?iearten. Elektromagnetische 
£nergie ist im allgemeinen anszuschließen , weil sie auch im Kuh> 
System strömen kann. Tut sie dies in einem besonderen Falle 
nicht, so "kann sie durchaus in MV mit einbezogen werden; der 
Tensorp umfaßt dann neben den mechanischm anrh die Max well- 
sehen Spannungen , der Vektor g neben dem mechamschen den 
elektromagnetischen Impuls. 

Zwecks Deutung der Viererkraft F ist zu beachten, daß bei 
rein elektromagnetischen Vorgängen keine ponderomo torische 
Kraft ^5, deshalb auch keine mecliauische Leistung (qf^), aber 
auch keine anderweitige Energieabgabe, wie z. B. Wärme, auf- 
tritt^ weil sonst notwendigerweise andersartige Vorgänge die Folge 
sein iiiüijten. Es verschwinden also dann sämtliche Komponeuteu 
der elektromagnetischen Viererkraft; d. h. 

Die daraus folgende Impnisgleiehnng 

9 + btop = 0 

sagt dann aus, daß sich die elektromagnetische Spannkraft — bilip 
und die elektromagnetische Trägheitskraft — q im Gleichgewicht 
halten. Ebenso werden wir bei rein dynamischen Vorgängen die 
dynamische Viererkraft gleich Null zu setzen haben. Sagt doch 
auch die Newton sehe Dynanuk — - am deutlichsten vielleicht im 
d' AI oinber tschen I'rinzip — aus, daß die Träglieitskraffc, die sich 
der Vergrößerung des mechanischen Inipulses widersetzt, die von 
den elastischen Spannungen ausgeübte Kraft — andere Kräfte gibt 
es in der reinen Dynamik überhaupt nicht — gerade kompensiert. 
Man hat so als die den Energie- und Impulssatz umfassende, 
gegen die Loren tz -Transformation invariante Grundgleichuug 
der Dynamik die üeüiehuug 

AivT =0 (XXYU) 

wo die Komponenten von T die angegebene physikalische Be- 
deutung haben. 

*) Wir denken stets an gleichtemperierte oder f flr Wim» Mt' 
leitende Körper, können' daher von der Wärmeleitnng sbMhea, wekha 
als £nergiestrora auch im Bnhsystem einen Impuls hvrmxfäw wfiida 
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Treten dynamiscTie, elektromaiifnetisclie und sonstige Vor- 
gänge in Weclisehvirkung, so tritt zwnr eine dynamische, elektro- 
magnetische oder auch sonstige Viererkraft aufj die letzte Gleichung 
ist aber dann einlach zu ersetzen durch 



(xxvn») 



§ 28. Die Tensortransformation für die mechanische 

Euergie, den Impulä und die Sj^auiiuugeu. 

a) Die Transformationsformeln. Wie die Transfof^ 
maüonsformeln für den Energiefttrom, die Energie und den Span- 
nungstensor p lauten, welche deren Zusammenhang mit dem 

Welttensor T entsprechen, haben wir schon in § 15, f) an den 
Formeln (169) gesehen. Trotzdem dort von elektromagnetischen 
Größen die Rede war, können wir sie hier unverändert auf die 
mechanischen Größen übertragen. Eine bedeutende Vereinfachung 
erzielen wir, wenn wir an die Stelle des gestrichenen Systems 
das Rubsystem A o setzen. Denn nach der Definition der mecha- 
nischen Energie, die wir im vorigen Paragraphen gegeben haben, 
verschwinden in ihm der Energieatrom (5® und die Impuls dichte g°. 
So gelangen wir, wenn wir zugleich c^g statt <B schreiben, zu den 
Formeln 



8» = 



P»* — 



^pL±jn^* 



0 

» Pifn ^Piu* P" = P**t Pt» =Pm 



•i p*if = 



SV 



P»s — 



(XXVIII) 



Hier ist v durch qx ersetzt, da q die Geschwindigkeit des Körpers 
im System K bedeutet Wir können die Gleichungen für W und g 
auch Tektoriell schreiben wie folgt: 



1 



(XXVnia) 
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Man beweist dies leicht, indem man die x-Achse als parallel zu q 
auoimmt; das Vektorprodukt £qp^J erlmit dann die Komponenten 

so daß man die Formeln unter (XXVIII) wiedererhält. Die 
Gleichuncren enthalten in der allgemeinsten Weise die Zurück- 
fübrung der Energie und des Impulses auf die (Teschwindicrlcelt 
und den durch TV^ und p^hestimmten inneren Zustand des Korpers. 
Besonders muß hervorgehoben werden, daß der erste Summand 
in der Gleichung für g einen zu q parallelen, der zweite Summand 
einen dazu senkrechten Vektor darstellt; das skalare Produkt des 
letzteren mit q ist nämlich offenbar Null. 

Integrieren wir die Gleichungen (XXVIIIa) über das Volumen 

C 

eines Körpers, unter der Voraussetzung, daß seine Geschwindigkeit 
räumlich konstant ist, ao £uden wir für seine Energie 



(xxvini) 



und für iwnen Impuls 
die Besiebnngen: 

ist dabei die Buhenergie, |pOdF<i wie selbst ein sym- 
metrischer Tensor« Tu der leisten Oleiebnng stellt wiedemm der 
sweite Sumnumd rechts einen snr Geschwindigkeit . senkrechten 
Vektor dar. 

Wesentlich Tereinfachen sich diese Gleidiungen, wenn die 
Spannungen einen allseitig gleichen Druck j?*' bilden. Li diesem 
Falle nftmlich Yerschwinden die Komponenten von mit zwei un- 
gleichen Indices, nnd die übrigbleibenden bekommen alle den ge- 
meinsamen Wert _o , . „0 ^0 

Pxx — pgy — pzt — • 



Digitized by Google 



f 



— 207 — 

sodaß nach k' 

wird. Dann nehmeu die Formeln (XXVHIa) die Gestalt an: 

^ = ^^p^ fl = -.^ ( w +!»•) (xxvrao). 

Ist außer der Gescliwindigkeit aucli der Druck räumlich kon- 
stanty so folgen aus (XXVlIIb) die Planck sehen Gleichungeu: \ 

^^^^^^ ®=.a(^±£ri> (xxraid) 

b) Die Tr&gheit der Energie. IGt diesen Formeln ist 
nun echon der Anechlufi an die Dynamik deB MassenpnnkieB (§ 26) 
gewonnen. Beschränken wir nns annäcfaet auf den Fall, dafi die 
Spannungen felilen, daß der Einper eich etwa im inneren CUeich- 
gewicht im leeren Baume befindet, so aeigen n&mlicb die aus 
(XXVinb) abzuleitenden Gleiehungen 



in Hinsicht auf (285) und (276), daB er sich wie ein Massenpunkt 
von der Eohmasse 

mt^^.... (288) 

yerhält. Hier tritt nun die außerordentliche Tragweite des Satzes 
yon der Trägheit der Energie zutage; denn im Impuls äußert sieh 
die Trägheit der Körper, welche man bisher als eine besondere, 
nuf nichts anderes zurückführbare Eigenschaft der Materie ansah. 
Hier aber erscheint sie als eine Wirkung der Energie, welche in 
der im Strahlungsdruck nachweisbaren Trägheit der elektro- 
magnetischen Energie ihr Analogon hat. Die Beschränkung auf 
ungespannte Köry^p?- wird dabei von geringem Belang sein. Denn 

die Formeln (XXVIII b) zeigen wegen des Divisors C* baw. cyö^ — q^, 
daß bei den tatsächlich anwendbaren Spannungen kein bemerk- 
barer Einfluß davon auf den Impuls zu erwarten ist — in Überein- 
stimmung mit der Erfahrung. Der weit überwiegende Teil des 
Impulses rührt bei den Körpern von dem Gliede mit her. 

Die Masse ist nun leicht in absolutem Maß anzugeben; dabor 
gestattet die letzte Gleichung, auch die Energie zu messen. 
Doch läßt sich dieser absolute Wert durch mechanisch -thermo- 
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dynamische Methoden nicht uachprüfen, weil dabei immer eine 
additive Konstante in der Energie unbestimmt bleibt« Daß wir 
hier über die auf dem Energieprinzip beruhende Definition hinaus- 
kommen, lieg-t wesentlich an dem neu eingeführten Satz (XXV). 
Prinzipiell mörflich dai^egen wäre es, Gleichung (288) durch Ver- 
änderungen des Enorgieinhaltes nachzuprüfen. Z. B. muß sich 
danach jede Temperaturändening und die damit verbundene 
Wärmeaufnahme oder -abgäbe durch eine Veränderung der Masse 
bemerkbar machen. Infolge der Größenordnung des Faktors 
l/c^ = 1,11 . 10~^* cm""^ sec^ ist diese freilich so minimal, daß 
kaum die Aussicht besteht, jemals die Äleßgenauigkeit weit genug 
zu steigern. Ein erheblich stärkerer, freilich auch zurzeit noch 
unmeßbar kleiner Einfluß wäre schon bei der Heranziehung 
chemischer Wärmetönungen zu erwarten. Berechnen wir z. B., 
um wieviel die Masse «nes Gemisches aus 1 Mol Wasserstoff 
(2 g) und y^Hol Sauerstoff (16 g) abDimmt» wenn sie eich bei 
AtmoBpharendruok und Zimmertemperatur 2u 1 Hol flüssigen 
Wassers vereinigen. Die Wäimeentwickelung betrügt 68 400 cal 
= 2,87.10^*[gcm*sec~^], die Abnahme der Hasse demnach 
8,2 . 10~*[g], was gegen die Gesamtmasse der Mischung (18 g) ver^ 
schwindend klein ist Beachten wir nun, daß selbst bei Abkflh- 
lung auf die niedrigsten Temperaturen die spesiflschen Wftrmen 
und die Warmetönungen der Größenordnung nach nicht wachsen, 
so sehen wir, daß alle thermisch-chemischen Energieverändernngen, 
denen wir die Körper unterwerfen können, unbeträchtlich sind 
gegen den Vorrat „latenter" Energie, welchen sie auch noch bei 
absolut behalten, und welcher sich in ihrer Trägheit äußert. 
Da weder Bewegungen, noch Umlagerungen der chemischen Atonfe 
ihr etwas anhaben können, so muß ihr Sitz im Inneren der Atome 
sein. Nähere Vorstellungen können wir uns zurzeit davon noch 
nicht bilden. 

Um so wichtifTor i'^t es, daß neuerdings eine Klasse von 
Vorgangen entdeckt worden ist, bei welcher diese latente Energie 
unmittelbtir zutage tritt. Es ist dies die Zertriinmierung der 
Atome, welche das Wesen der radioaktiven Erscheinungen aus- 
macht Es ist eine experimentell sicher festgestellte Tatsache, 
daß z. B. beim Zerfall des Eadiums andere clieraische Elemente, 
unter anderem Helium entstehen, und es steht ebenfalls fest, daß 
in den radioaktiven StoSen dauernd eine starke Wärmeentwicke- 
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lung stattfindet, welche ebenso wie die zur Entsendung dar Ter« 
scbiedenen radioaktiven Strahlen nötige Energie nur attf der 
latenten Enerke der zerfallenden Eadiumatome Btammen kann. 
Die gesamte von einem Grammatom (225 g) pro Stunde entwickelte 

Energie beträgt 30 240 Cal= 1,26 . lO^^ [g cm« sec-^] (Precht). 
Die Massenverminderung pro StnnHo beträgt also l,41.tO~'g, 
pro Jahr daher 1,2 . 10~^ g. i reiiich ist auch diese Masseu- 
ab 11 ahme zunächst wohl kaum nachweisbar. Erwähnt sei, daß dag 
hohe Atomgewicht der radioaktiven Substanzen auf eine besonders 
große latente Energie hinweist. Die hier aus der Trägheit der 
Energie gezogenen Folgeruugeu finden somit bei den radioaktiven 
Vorgängen eine Bestätigung. 

c) Weitere Diakussion von XXVIIT. In den Formeln 
(XXVUI) bis (XXVmd) bedeutet der Index 0 zunächst, daß die 
betreffende Größe auf das System zu beziehen ist, in welchem 
der Körper in dem betreffenden Augenblick ruht. Wir wollen aber 

vorläufig annehmen, daß sein innerer Zustand bei einer Geschwin- 
digkeitsänderung unverändert bleibf , d. h. daß man ihr-n WBder 
Wärme zuführt, noch den Druck ändert. Dann spielt aber bei 
einer beschleunigten Bewegung in jedem Augenblick ein anderes 
System die Rolle des Systems aber die mit dem Index 0 ver- 
sehenen Größen bleiben konstant. Die in Rede stehenden Glei- 
chungen geben also bei einem adiabatischen, isopieistischen Vor- 
gang unmittelbar die Abliängigkeit der Energie und des Impulses 
von der Geschwindigkeit an. Man braucht besonders den Wert 

von @ nur in S = einzusetzen, um die Dynamik dieser Vor^ 

ginge ToUstättdig zu belierrsclien, wie wir es im übem&chsten 
Paragraphen weiter ausführen wollen. Es sei jedoch ausdrüddich 

auf den wesentlichen Unterschied zwi i lien den Gleichungen 
(XXVni), (XXVma und c) einerseits, (XXVfllb und d) anderer- 
seits aufmerksam gemacht. Die pt stören gelten gemäß ilirer Ab- 
leitung streng'*') und ausnahmslos für jede Bewegung; die letztere 
aber nur, insofern die Geschwindigkeit im Körper als konstant 

*) j>. h. so streng wie die Gleichung (IX a) der EIektKmenihe<me. 
Xmmerhin Ist es wahrsdieinliGh» daß eine etwa nxrf^weodJg 

wcrdeada Änderung der letzteren etwas an der Transfomiation der 
Kraf tdiehtCi d. lu an der Möglichkeit, sie zur Yiererkraft zu ergänzen, 
ändert. 

Laue, BeUtiTitätsprin zip. S. Aufl. 14 
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betrachtet werden kann. Genau genommen ist« sie dies bei einer 
beschleunigten Bewegang niemak; denn anderenfalls hätte der 
Körper vor und nach der Beschleunigung dieselbe Form, während 
wir doch wissen, daß diese sich der Lorentz- Kontraktion ent* 
sprechend ändert. Infolgedessen sind die Gleiclmncren (XÄVlllb 
und d) nur Näherungen für Vorgänge, bei welchen die Beschleuni- 
gung 80 gering ist, daß die räumliche Veränderlichkeit der Ge- 
schwindigkeit vernachlässigt ■werden kann. Man bezeichnet solche 
Vorgänge, bei denen der innere Zustand des Körpers noch derselbe 
wie bei stationärer Bewegung ist, passend als „quasistationäre". 
Dieser Begriff entspricht durchaus dem in § 17, e) für bewegte 
Ladougsträger eingeführten. 

"Wir lassen nun die Voraussetzung des konstanten inneren 
Zustaudes wieder fallen und führen dem unter dem Druck 0 
stehenden Körper bei konstanter Geschwindigkeit pro Zeiteinheit 
die AN'ärnienienge i?**, bezogen auf das System K'\ zu. l^ach 
dem Energieprinzip, augewandt im System iL°, ist; 

dt"» — » 
also ist nach (XXVIIId), (269) und (52): 

I. £f® — ^ ^ i^" — 

dt dt'' dt cVc*— a* c'— ä*' 

Nach dem Impulssatz ist eine Impnlssunahme nur möglichi wenn 
eine Kraft ^ wirkt, 

« = f = (288a) 

Die in § 24 gefundene Tatsache, daß bei Wärmezufuhr 
zur Aufrechterhaltung der Geschwindigkeit eine Kraft 
notwendig ist, findet ihre Erklärung somit in der Träg- 
heit der Energie 2). Für den empirischen Nachweis ist diese 
Kraft wegen des Divisors — freilich viel zu schwach. 

Die Minkow ski sehe Grundgleichung der Dynamik (XXVI) 
läßt sich auch in diesem Fall aufrecht erhalten. Denn sie ist 
nach § 26, a) völlig gleichwertig mit der Aussage, daß die Glei- 



chung (275) 



St 



— A { .^^^ \ 
~ dt \Vc*^y 



in jedem berechtigten Bezugssystem gilt; auch wenn die lUihmasse 
nicht mehr unveränderlich ist^ bleibt dies bestehen. Die genannte 
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Gleiclmiig aber ffiBH nach (288) viunittelbar auf ^ = Eine 

Änderung gegen die Betrachtungen von § 26 tritt erst ein, wenn 
man den Energiesatz ableitet. Denn nach (264) wird bei Wärme- 

also das skalare Produkt {YK} meht mehr Kuli, sondern: 
und der Energiesate erbilt statt (286) die Form: 

d) Vergleich mit der klassischen Mechanilc, Schon 
heim ungespannten Körper (p° — 0), den wir nach Absatz b) 
dieses Paragraphen dynamisch als Massenpunlct betrachten dürfen, 
unterscheidet sich die Abhängigkeit des Impulses scharf von dem 
linearen Zusammenhange beider Vektoren, der in der Newton- 
schen Dynamik besteht. Der Impuls wächst z.B. über alle Grenzen, 
wenn man sich der Lichtgescln\ m ii ^keit nähert. Aber während 
sich in diesem Fall nach sj 26 die Nowtonsche Dynamik wenig- 
stens im Gron/:£all für kleine Gescliwindigkeiten bewahrt, trifft 
dies im allgemeinen nicht zu. Denn nach (XXVllIa oder b) hat 
der Impuls eine zur Geschwindigkeit senkrechte (transversale) 
Komponente, welche durch den swdten Summanden in den Glei- 
chungen fdr g und @ gegeben ist und ebenso wie die longitudinale 
Eomponente bei kleinen Geschwindigkeiten zu q proportional, also 
keineswegs von höherer Ordnung Uein ist. Benken wir uns den 
Körper ^[nasiBtation&ri adiabatisch und isopieisiisch in long^tudi- 
naler Richtung besdJeunigt» so tritt infolgedessen neben der longi- 
tudinalen Impulszunahme auch eine ebenfalb sur Bescddeunigung 
proportionale transTereale Impulszunahme ein. Nach der Gleichung 
d ® 

^ = Bchlieijen wir daraus: Zu rein longitudiualer Be- 
schleunigung gehört im allgemeinen auch eine transver- 
sale Krr\ f tk omi^onen te, und zwar auch im Grenzfall sehr 
kleiner Geschwindigkeiten. Es ist deshalb (auch in 
diesem Grenzfall) unmöglich, die Trägheit eines Körpers 
durch Angabe einer Masse zu charakterisieren. 
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Man kann rieh diesen transveraalen Impuls leicht TSfr- 
ansehaufidien, wenn man an die Trägheit der Energie denkt» 
Daß die elastischen Spannungen im bewegten Kdrper einen Energie- 
ström herroiTufent ist ja eine anerkannte Tatsaeke. Tn einem 
gespannten Seil x. B. strömt Energie der Geschwindigkeit ent- 
gegen. Denn ee wird Arbeit geleistet an dem Ende, auf das das 
Seil sich binbewegt; am anderen Ende gibt' es diese Arbeit wieder 
ab. In einem gepreßten Stab strömt die Energie mit der Ge- 
schwindigkeit; in einer tordierten, rotierenden Welle bew^t sie 
sich senkredkt au der Oescbwii^digkeit der materiellen Teile. Im 
allgemeinen kann dieser Energiestrom jeden Winkel mit der 
Geschwindigkeit bilden. Die Relativitätstheorie fügt freilich den 
wesentlich neuen Gesichtspunkt binau, daß jedem Energiestrom 
ein Impuls entspricht. 

Tatsächlich aber sind, wie schon erwähnt, alle anwendbaren 
Spannungen viel zu klein, um einen niorklichen Einfluß auf den 
Impuls zu haben. Vergleicht man die i ormeln (XXVIII) usw. mit 
der Erfahrung, so kann man daher von den Gliedern mit gan25 
abseben und kommt so zur Dynamik des Massenpunktes zui'ück, 
von deren Übereinstimmung mit der Newton sehen für kleine 
Geschwindigkeiten wir uns schon in ^ 26 überzeugt haben. Aus 
der empirischen Gültigkeit der klassischen Mechanik. 
läJBt sich somit kein Einwand gegen die Belativitäts» 
theorie herleiten. ^ 

Im engen Zusammenhange damit steht» daß die Abhängigkeit 
der Energie von der Geschwindigkeit eine andere ist als M 
Newton. Bisher trat als Folge der Bewegung die kinetische 
Energie "^Umq^ additiv au der sonstigen hinan. Dies ist hier 
nur als K&herung richtig. Entwickeln wir nimlich in (XXVHIb) 

, nach steigenden Potenzen von so finden wir unter 

Vemachl&ssignng der Glieder mit [TgL auch (286)]: 

Die kinetische Energie yerliert daher ihre Bedeutung 
als besondere Energieart, und dies ist au<^ notwendig; denn 
fuhrt man die Trägheit auf Energie zurück, so darf man nicht 
umgekehrt einen Teil der Energie auf Trägheit begründen. Dafür 
werden alle mechanischen Energiearten Funktionen der Geeohwin- 
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difrlceit; Wärme, chemisclie, el;i tische Energie, innere Energie der 
Atome, sie alle wachsen bei Zunaiime der Geschwindigkeit. 

§ 29* Die absoluten und die relutiTeiL (elaatischeii) 

SiMumungen. 

Wir haben den LnpiÜBsatB bislier in zwei Formen gebraucht; 
einmal in dtar allgemeinen Form XXVli 

^ivT=0, d.h. g s= — bt»p, . . . . (289) 

sodann aber noch, indem wir 

setzten. Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen beiden 
Gleichungen hergtellen. In (289) ist g der Differentialquotient 
von g nach t, gebildet für einen im Eanm festen Punkt, d. h. bei 
konstanten Koordinaten X, y, e. Deswegen ist p nicht der Tensor 
der elastischen Spannungen, denn diese müssen wie in der bis- 
herigen Theorie mit der Impulszunabrae eines bestimmten Körper- 
elementes Ö V in Zusammenhang stehen. Bezeichnen wir dessen 
Veränderung für das Zeitintervall dt mit ^ÖV dt, so gelten nach 
dem Anhang Abschnitt c) (^') die Beziehungen: 

ö d ö 

oder yektorieli geschrieben nach v" und (i"t 

i=g + bit)[[gq]] (291) 

Führen wir nun den unsymmetrischea Tensor 

< = P— [[gq]] fe*=Pit — &qt) • • • (292) 

mtkf BO findet man aus (289) und (v")i 

^hiot (293) 

Durch diese Gleichung erweist sich der Tensor t als der Tensor 
der elastis^en Spannungen. Denn integriert man Uber einen 
endlichen K5rper, so folgt für dessen Lnpuls&ndernng (Tgl. den 
Anhang, Bechnungsregel { und p): 



j£dF=^ = -jbiUidF = Jtndtf . . . 



(294) 
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wo die Komponenten des Vektors nach dem Scliema v' 
Ux = t»m C08 inx) + COS iny) + Um cos 

zxt bilden sind. Das Oberfl&clmaiiitegral reobts stellt die Kraft St 
dar, welche die Spannungen auf den Körper ausüben, d. h. Glei- 
chung (294) stimmt mit (290) übmrein« tn^^ 
Oberfläohenelemcnt von der Umgebung ausgeübte Kraft. Für den 
analog aas p gebildeten Victor p% würde eine solche BentoDg 
nicht zutreffen« 

Gleichung (289) entspricht der Eulerschen, Gleichuug (293) 
der Lagrangeschen Form der hydrodynamischen Differential- 
gleichungen. ' In den ersteren wird nach der Impulsänderung an 
demf^olben Orl, in den letzteren nach der Xmpulsänderung eines 

materiellen Teilchens gefragt. 

Aus der Definition (292) thkI den unter (XXVIII) angegebeneu 
Transformationsformeln für p und q findet man leicht die folgen- 
den für den Tensor t der elastischeu Spannungen: 

txm = pxxf tyy ^ Pyy» ^«« P**» ^v« ~ Py' 



.0 



}c*- 


9* 


c 







(295) 



Hier ist wiederum die .r- Richtung parallel zur Geschwindigkeit 
vorausgesetzt. Ist der Spannungszustaud im Eubsystem ein all- 
seitig gleicher Druck p^, so wird 

^0 __o _o ___ ^ _ 0 n 

Pts Pyy pSM — P^, py z ~ Pzx pxy = U. 

Nach (295) gelten dann genau die gleichen Beziehungen für den 
Tensor t. Der allseitig gleiche relative Druck 

JJ = l»o (296) 

ist somit eine Invariante der Lorentz-Transformation 
(Planck). 

Aus (296) und (XXVIIIc) bzw. (XXVIIId) findet man die 
durch Einfadibeit ausgesMchneten Transformationsformeln: 

Übrigens geht auch aus den Transformationsformeln (295) und 
(XXVni) hervor, daß nicht die absoluten Spannungen p, sondern 
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die relativen t tln elasttscbe Spannungen au bezeicbnen sind. Die 
letzteren bangen n&nlich aaOer von der Geeehwindigkot q nur 
von den Bnbspannungen ab» die erateren außerdem noch Ton 
der Energiediehie W^. Stete sind also auch in einem elastiscb 
nicht gespannten Edrper, falls er eich bewegt, absolute Spannungen 
Yorbanden« 

Treten außer den elastisdien Spannungen auch noch nicht 
mechanische Er&fte $tnm init der Dichte ins Spiel, so ist nach 

und es sind die Gleichungen (289), (293), (294) zu ergftnzen au: 

S = S«« — HdP (298) 

?!nm — (299) 

^=Ä|,»-|-|tn<ltf (3ao) 

ScliUeßlich o;ibt es nocli eine dritte Metliode, sich von der 
Bedeutung der relativen Spannungen zu überzeugen. Ist nämlich 
tndö die auf das Flächenelemeut dö wirkende Kraft, so ist {c\tn)d0 
deren Leistung, und es muß in Analogie zu (294) die Gleichung 
gelten : dK ' r 

^ = («oi> 

Andererseits lolgt aus (XXVII) zunächst: 

und in Verbindung mit der Rechnungsregel g't 

W=W-\^div{WcO = —divie-Wq). . . (302) 

Wir können offenbar die Vektoren <B und <B — W(\ in ähnlichem 
Sinne als den absoluten und den relativen Energiestrom vonein- 
.Wider unterscheiden, wie wir oben die absoluten von den relativen 
Spannungen trennten. Legen wir nun Torübergehend die a;-Achse 
parallel zur Geschwindigkeit, so schliefien wir aus den Glei- 
chungen (XXVm) und (295): 



CC{ p 

iß — W(\)y = c2a„ = |^f = = >q*tc, = q«(/|,« — fiyq«), 
(@ — TFq), = Ctg, = -^^^ = M" =*»(^**— <<«9»)» 
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da nach (292) unter den jetzigen VoranBsetzangen 

txy — tyz= — (\x^y txt — t$M = — ^1*8« 

ist. V«ktorieU lassen sich diese Beziehungen zusammenfassen: 

e--|rq = [qr]--[q[ ]], 

wie aus der Definition fi' für das Vektoi-produkt [q^] unmittelbar 
her vorgebt, i^&ch Kechnungsregel o schliefieu wir daher aus {ß02)i 

I F = ^ = — j dir (S— Trq)d 7 = J (qtjdff, 

was mit (301) übereinstimmt. 

Eine Invariante der Lorent 8 -Transformation ist nach § 13 
die Summe der Disgonaikomponent«i des Tensors T, 

Deuten wir diese Invariante mechanisch, so irird sie nach § 27, b) 

[vgl. auch (292)]: 

Herrscht ein allseitig gleicher Druck, so ist txm + ^irv + ^s« = ^ P 
nach (296) eine nnd (W— (qg)) eine zweite Invariante. 

\ 

§ Uü. Beispiele für die qiiasistationare, adialiatische^ 
ifiopieistische Dynamik. 

a) Der Massenpunkt. Wir wollen in diesem Paragraphen 
von Körpern reden, die durch eine Kraft ^„«i hei konstantem innereu 
Zustande (E^, p^, V^) oder, wie wir oben sagten, adiabatis«^ 
und isopieistisch beschleunigt werden. Wir setzen zunächst vor* 
aus, daJS sie unter einem allseitig gleichförmigen (relativen) Druck p 
stehen. Dann ist in (SOO) 

ju*d6 ==: p^coB nxä6 =ss 0, 

f d® 
also auch der Vektor [t^dö = 0, somit Stmm — für den Im- 
puls ® k&nnen wir den Wert aus (XXVIII d) einsetzen. Die diesen 
Qleichimgen zugrunde liegende Bedingung r&umlidi konstanter 
Gesdiwindigkeit ist bei gleidien Beschleunigungen offenbar um so 
genauer erfOllt,' je kleiner der Körper ist Wendet man sie an, 
so behandelt man ihn daher als Massen p unkt; für einen sedchen 
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müßte das Folgende streng gelten. — Wir unterdi ücTcen, da Ver- 
wechselungen nicht zu befürchten sind, im folgenden den Index nnu 
Trotz der Versdlgemeinenuig, welche in der EinführuDg des 
Drackee jp üegt, können im hier die Gleichung (XXVI) 

^ d(mY\ 

IL = . ■ 

dt 

heibelialteni wenn wir die BnhmaBse 

^ = SLi±Il (303) 

setzen. Denn der lüipuis erhält dann nach (276) den Weit; 

cVc« — 2* * 

was mit (XXVlild) übereinetimmt. Eine kleine Änderang tritt 
freilich im Werte der Energie ein; Gleichung (235) wrde mit (803) 
nicht den richtigen Wert für JS ergeben* Multiplizieren wir 
nämlich die ImpulBgleichung 

sTcalar mit q, oder wenden wir (XXVI) auf die zeitartigen Kom- 
ponenten der beiden Vierervektoren an , so üuden wir überein- 
stimmend unter Berücksichtigung von (297): 

(^g)^±(E+pn='^ + p^ . ■ .(804) 

Die Energie wächst hier nicht nur infolge der Beschleunigungs- 
arbeit der Kraft St, sondern auch infolge der Kompressionsarbeit 
— pdV/dt, welche der Druck j> leistet. Denn ^'erade weil nach 
Vor.-uis- Setzung der innere Zustand, also auch das Kuhvolumen 
erhalten bleibt, nimmt mit wachsender Geschwindigkeit das 
Volumen V der Lor entz-Kontraktion entsprecljend ab. In § 26 
war von der KompresBionsarbeit nicht die Kede. So erklärt es 
sich, dalJ die Gleichungen (XXVIII, d) (für E) und (2bö) nicht 
übereinstimmen. 

^Vohl aber können wir liio Formeln (282) für die longitudi- 
uale und transversale Masse übertragen; sie lauten dann: 

yc*— a eye*— fl* 
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b) Die Dynamik einer elektriseli geladenen Engel, 
Ein Körper habe bei Kobe Engelgesialt; seine elektrisebe Ladung e 
sei gleichmäßig über die Oberfl&cbe yerteili Wir beseichnen den 
Radius mit a« mit ® und JS den mechanischen Lnpnls und die 
Energie, mit $t die auf sie wirkende nichtmeebanisehe Kraft, ab- 
gesehen Ton der Eigenkraft $tet ▼•lebe ihr eigenes elektromagne- 
tisdies Feld auf sie ausübt* 

Außer dieser Kraft Stt übt aber das Feld einen gleichförmigen 
Zug (negativen Druck) aus , den vir am einfoehsten berechnen, 
wenn wir das mit der Kugel bewegte System benutzen. 

Nach der Definition der quasistationären Vorgänge können 
wir nämlich die Bestimmungsstücke des inneren Zustandes unter 
der Annahme berechnen, daß die Kugel in K'* dauernd ruht. 
Dann aber ist ihr Feld rein elektrostatisch, im Inneren von d«r 
Stärke Null , während nach außen die Kraftlinien senkrecht von 
der Oberfläche ausgehen. Die Oberfläche erfährt infolgedessen einen 
Zug nach außen, der pro Flächeneinheit gleich Vi^^ üt*); 

aber ist gleich der Flächendichte Qt, = 4^^* I^ics^ Zug muß 

aufgehoben werden durch einen (negativen) Druck im Inneren der 
Kugel**) vom Betrage 

denn es ist = JS," = ^ [vgl § 17, d)]. 

Der Impulssatz ergibt: 

= « + «. (306) 

Nun haben wir aber in § 18 [Gleichung (233)] gesehen, daß bei 
quasifitationärei' Beschleunigung die Kraft 

• IT 

*) In Richtung einer Kraftlinie im lewen Baume herrscht nach 
(X) nämlich ein Zug, senkrecht dazu ein Bruck Tcm Betrage Vt^* 
(ygl. auch § 18). 

•*) Dieser Schluß ist zwar nicht zwingend , weil der Spannunga- 
tensor p** durch die OberHäohenkräfte nicht eindeutig bestimmt ist. . 
Dieie 1Tnbe«ttmmth«it bat aber keinen Einfluß auf das Ergebnis , wie 
die Betrachtung in § 33 xeigt. 
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isi^ wobei nach (192) 

den elektromagnetischen Impuls des Feldes bedeutet. Demnach 
können wir (306) ersetzen durch die Beziehung: 

Ä = ^^(®-f ®e) (307) 

Dabei ist analog zu (277) 

wenn man 

setzt. Dm Dynamik der geladenen Engel ist, wie der Vergleich 
mit (278) lehrt» Tdllig identisch mit der eines Kassenpunktes Ton 
der Buhmasse 



fit = ^ (£0 -f|,oro ^ ^e:) = ^ (£0 + e:)\ 

c* \ » 8jra/ 



(308) 



Der Energiesatz lautet unter diesen Umständen nach Analogie 
Ton (286) oder (304): 

Nach (XXVUId) und (305) ist aber: 

E = ^7==^— (310) 



und nach (192): 

E. 

also 



t±lLty 



somit wird aus (309): 

<<t«) = ^(« + Jäi) (811) 

wie es sein muß, da die Arbeit (q^) teils die mechanische, teils 
die elektromagnetische Energie steigert. 
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Wir habeu in dieser Kechiiuug die elektromagnetische t]nergi0 
von der mecbaniscben getrennt. Das Ergebnis (307) und (311) 
zeigt aber, daß beide Arten hier völlig gleichwertig sind. Wir 
hätten dies voraussehen können, da die elektromagnetische Energie 
im statischen Felde des ruhenden Elektrons ruht und so der 
Bedingung genügt, welche wir in g 27 für die mechanischea 
Energiearten aufgestellt haben. 

Als elektrisch geladoiie Kugel fassen viele zurzeit das Elek- 
tron auf 3). Der oben bureclmote negative Druck p° in seinem 
Inneren muß die Abstoßung zwischen den Teilen seiner Ladung* 
aufheben. Wenn wir diesen Druck hier als elastische Spannung 
behandeln, so liegt darin keine andere Hypothese , als daß die zu 
demselben Weltiensor gehörende Energie im rnhenden Elektron 
ebenfaUs ruht. Denn dieser Annahme snf olge tSM sie nach § 27 
unter die Definition der mechanischen Energie. Wir finden so, 
ireflich unter der Einsohränkung auf Oherfl&ohenladnng (was aber 
unwesentlich ist, vgl. §33b), di^enige Abhängigkeit der beiden 
Massen von der Geschwindigkeit, welche auerst Lorents, sodann 
Planck abgeleitet haben, und welche durch die glänsende Deu- 
tung der Feinstruktur der Spektrallinien, welche Sommerfeld 
gelungen ist» zum gesicherten Besitz der Wissenschaft geworden 
ist (§ 2). Auch bei der Dynamik des Elektrons steht die 
Relativitätstheorie in Übereinstimmung mit dem Ex- 
periment. Leider geht Sommerfelds Theorie, da sie wesent- 
lich auf der Quantentheorie beruht, über den uns hier gesetsten 
Bahmen hinaus. 

Kan geht zurzeit in den Annahmen über das Wesen der 
Elektronen aber noch weiter, indem man ihre Tir&gheit als rein 
elektromagnetisch auffaßt, d. h. den mechanischen Impuls ® gleich 
Null setzt. Dies bedeutet nadi (XXVmd) und (805), dafi man 

und die Ruhmasse nach (308) 

» = 8^ = sirk (2^2> 

setzt Man muß nach (310) dann trotz des Verschwindens des 
mechanischen Impulses neben der elektromagnetischen Energie 
eine mechanische vom Betrage 

l /.2 o2 
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einführen (Abraham). Aus den experimentell hestunmbaren 
Werten des Elementarquantums 0 und des Verbältnissea e:m*) 
findet man nach (312), daß der Kadias des Elektrons von der 
Größenordnung 10~^^cm sein maß. Ein zwingender Grand zu 
jener Annahme liegt aber weder in der Dynamik des Elektrons 
nodbi in sonstigen Versuchen. Gibt man der mechanischen 
Energie jE° einen größeren "Wert, so findet man nach (308) auch 
etwas größeres für den Radius a. Es liegt dieser Hypothese nur 
das Streben zugrunde, einem Dinge, dessen träge Masse 1600 mal 
kleiner ist als die des leichtesten cht rni. ( heu Atoms, auch eine 
Trägheit von ganz anderer Art ziizuhc lueiben als- der Matei ie. 
Im übrigen liegen unsere Kenntnisse ul er die Elektronen noch so 
in den Anfangen, daß ein abschiieiiendes Urteil auf diesem Gebiete 
nicht möglich ist. 

Die Stellung der Absoluttheorie zu diesen Fragen war eine 
wesentlich andere. Sie hatte keine Wahl, sondern muLite dem 
Elektron rein elektromagnetische Masse zuschreiben , um die 
beobachtete Abhängigkeit der Masse von der Geschwindigkeit 
einigermaßen zu erklären. Darin, daß die BelatiTitatstheorie 
hier noch viele Möglichkeiten (vgl. § 33) offen l&ßt, liegt YieUeicht 
ein weiterer Vorzug gegenüber jener. 

§ St. Die Erhaltnng.deB Bfehlmpnlses« 

In der klassischen Elastizitätatheorie steht die Symmetrie des 
Spannungstensors in engstem Zusammenhange mit dem Flächen- 
satze, weicher die Erlialtung des Drehimpulses ausspricht. Wollen 
wir hier für die ünsvniuietrie des Tensors t den tieferen Grund 
suchen, so müssen wir auf diesen Satz eingehen. Daß er sich in 
der Relativitätstheorie bewährt und sogar noch einen größeren 
Gültigkeitsbereich erhält, haben wir schon in § 24, c) gesehen. Doch 
wollen wir im folgenden diese Frage von neuem auf etwas anderem 
Wege behandeln. 

e^m pro-ilit sich aus der Ablenkbarkeit f?er Füektronenstrablen 
im elektrischen oder magnetischen Felde; das Elementarquaatum e ist 
neuerdings auf viele verschiedene Arten in vortrefflicher Übereinstim- 
mung zu 4,65.10—10 yilr gefiufed«! wotden, unter anderem so, daß 
man die eleictrooliemiaoh iMstfmmte Iiadong dei Ghrammatoms einee 
einwertigen Elektrolyten doi^h. die Zahl der Atome im Grammatom 
dividiert. 
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Wie seilen erwähnt, definieren wir den Dreliimpuls, welcLer 
in eiiiom beätimDiten rftuxnlicben Bereich enthalten ist, durch das 
Integral 

S = j[tfi]d£t (813) 

erstreckt über diesen Bereich; t ist der BadiusTektor, velclier toh 
einem beliebigen festm Punkte nach 48 weist. Fragen wir nach 

der Veränderung von 8 mit der Zeit, so ist bei der Differentiation 
jeder Bereich dS als unveränderlich nach Lage und Gröüe zn 
betrachten. Infolgedessen ist nach (289) und (|") 

^=j[rfl]dS = -J[rbh»p]dS=jUp„]ciö . . (3U) 
wo pH der Vektor mit den Komponenten 

ist (Vgl. i/.) 

Nun aber fragen wir nach dem Drehimpuls eines materiellen 
Volumenelementes ÖV: er ist 

Berechnen wir hier den Differentialquotienten naoh der Zeit, so 

ist zu berücksichtigen, daß sich nicht nur sondern auchdF 
nach Ghröüe und Lage, also auch der Vektor r ändert; und zwar 
ist r = 0. Könnten wir den Impuls g d F als konstant ansehen, 
so wäre dieser Differentialquotient gleich 

So aber tritt nadi p noch als 9ammand hinzu: 

Bei einem bewegten Körper ist infolgedessen nach (293) 

^-J{[tS]+['19]>«1^=K-[«''*'Ö+[<l9]>»I'- .(815) 

Den ersten Teil des rechts stehenden Raumintegrales kann man 
durch partielle Integration umformen und findet so nach |': 

Sf = lL^tnl.d(S + \{t.y - tys + [qfl]'} ÖV . . (316) 

nsw. Nach (292) ist aber 

Iff — = Ö»q« — giqy = — [qa]*'' • • • C^^^) 
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Da somit das Volumenintegral verschwindety folgt sclüieÜiicii: 

Das rechts stehende Flächenintegral ist das von der Umgebimg 
vermöge der elastischen Spannungen auf die Oberfläche des Körpers 
ausgeübte Drehmoment, da nach § 29 tndö die auf dö wirkende 
Kraft isi Berechnen wir umgekehrt das Drelimoment, welches 
der Körper auf seine Umgebung ausübt, so finden wir wiederum 

J[ttii]42tf» nur hat jetat die Normale n die nach außen ireiaende 

Biolitimg; infolgedessen ist nach (v^) t» und [ttj den früheren 

Werten entgegengesetst gleich. Sofern also auf die Umgebung 
kein anderes Drehmoment ausgeübt wird, können wir für die 
ibiderung des Drehimpulses 8* der Umgebung die Besiehung 

^ = -« 8 + 8. = «,«^ 

aus (318) folgern. Die Summe der DrüliiiiijHilse bleibt also er- 
halten. Denselben Schlul] hätte mau uatürlich auch aus (314) 
ziehen können. 

Handelte es sich um einen Vorgang, bei welchem mechanische» 
elektromagnetische und sonstige Erscheinungen gleichzeitig auf* 
treten, so blichen genau dieeelbai Betrachtungen bestehen, nur 
treten an die Stelle des mechanischen Lnpulses, Drehimpulses, der 
absoluten und relativen Spannungen die Summen aus den ent^ 
sprechenden GröJSen für alle diese Erscheinungsgebiete. 

Genau dieselben Betrachtungen gelten auch in der klassischen 
Hechanik, nur vereinfacht durch den Umstand, daß die Impuls« 
dichte g stets die Richtung der Geschwindigkeit hat und das 
Vektorprodukt [qg] infolgedessen versdiwindet. Damit die €Uei- 
chung (316) trotzdem bestehen bleibt, muß infolgedessen an die 
Stelle von (317) treten : . 

tsf tffg Of 

der Tensor der elastischen Spannungen also symmotrisch sein 
Die Unsymmetrie des Tenj^ors t der elastischen Span- 
nungen beruht somit auf dem Auftreten eiuer tranaver- 
saleu Impulskompoueute. 

Bewegt sich das Element 5 F stationär und bei unyer&nder« 
lichem inneren Zustande, so ist ^ = 0. Trotzdem tritt im all- 
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gemeinen eine Zunahme des Drehimpulses auf, welche durcli ein 
Drehmoment hervorgerufen sein mui5. Im allgemeinen bedarf 
ein elastisch gespanntes Körpereleinent und ebenso ein 
endlicher Körper zu gleichförmiger translatorischer 
Bewegung eines Drehmomentes. Nur wenn die Impuls- 
dichte bzw. der Gesamtimpuls in der Richtung der Ge- 
sehwindigkeit liegt, fällt dies fort. ICan erkennt ohne 
weiteres, daß dieser Sats die Eiklftnmg für den Tronton* 
Noblesehen Kondensatorrersnch enthält. Die materiellen Teile 
des Kondensators sind elastisch gespannt, bedürfen also eines 
Drehmomentes zu translatorischer Bewegung. Daß das frQh«r er- 
rechnete Drehmoment auch der Größe nach das dasa notwendige 
ist» können wir freilich erst in § ä3 smgen. 

Man kann sich an Hand der obigen Gleichungen lacht nber- 
sengen^ daß dies Drehmoment bei rdn mechanischen Yorgängen 
von den elastischen Spannungen infolge deren IJnsymmetrie herror- 
gemf en wird. Doch wollen wir dies noch einmal an einem der 
klassischen Elastisitätsibeorie entlehnten Bdqfiid Teranschaulichen. 
Das Element sei em Parallelepiped» wir legen die Koordinaten- 
richtungen parallel zu seinen Kanten von den Längen dx, d$f, dt. 
Da wir bei Anwendung der Gleichung (316) den Anfangspunkt, 
für den Hadiusvektor t in das Element dV selbst verlegen dürfeUf 
so wird beim Grenzübergang zu unendlich kleineu Dimensionen 
{x^fiV klein von höherer Ordnung, so daß im Limes 

II = [(^^dxdydg 

wird. Andererseits sieht man nach leicht, daß auf die beiden 
zur jer- Richtung senkrechten Seiten dffdx in der )f-Bichtang die 
Kräfte ^tytdydx wirken, welche das Drehmoment tygdgdxdM 

um die ^[;-Achsc liefern. Auf die zur ^-Richtung senkrechten 
Flächen dMdat wirken Kräfte in der ^-Richtung, welche analog 
das Drehmoment — Uydsdxdy um dieselbe Achse ergeben* Die 
Summe daraus 

dys — ttv) ^9 = h Um dx dff dB 

ist in der Tat nach der vorletzten Gleichung gleich der Zunahme 
der a?-Kompouente des Drehimpulses. 
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§ 92* Zwei Beispiele für die Brhaltiiiiif des Drehimpulses» 

a) Der WinkelhebeP). Im berechtigten Bezugssystem 
ruht ein Winkelhebel ABC (Fig. 21) mit zwei zueinander senk- 
rechten Armen; beide haben die Lärnre / \ Ju B ist er um eine 
zu seiner Ebene senkrechten Achse drehbar, lu A und C greifen 

zwei der Größe nach i^leiche Kräfte ^9 

" B Flg. 21. C 



und an; parallel zu BC, au JBA. 
Die Drehmomente dieser Kräfte sind 
il^i^l?** und heben sich gegrenseitig auf. 
Der Hebel ist also im Gleichgewicht. 

Betrachten wir diesen Zustand von 
einem anderen Bezugssystem iC aus, gegen 
daAK° die Geschwindigkeit q in der Bicb- 

iang Bö beeitei Der Arm AB hat in ^ 
ihm die Länge 7| = 7^ dagegeu hat B C wegen der Loren tz* 
Xontraktion nur die Länge 

• 7. = i< 



V? 



Das Drehmoment heider Kräfte in dem jn der Figur angegebenen 

Nach (187) bleibt nun die Größe der zur Geschwindigkeit parallelen 
Kraft ^1 beim Übergang von zu K erhalten, während die daza 
senkrechte Kraft sich Terringert: 



<Stl itj» <i^g — 



c 



Jenes Drehmoment erhält somit den Betrag*) 

Der Hebel erfährt also 9111 Drehmoment» welches keine Drehung 
2ur Folge hat; da er elastisch gespannt ist, bestätigt uns sein 
Beispiel den im yorigen Paragraphen ahgeileitetai Satz, daß ein 
solcher Körper im aUgemeinen zu gleichförmiger translatoriseher 
Bewegung eines Drehmomentes bedarf. 

*) Dien hätte sich auch unmittelbar aua der Formel (201) in § 18 
ableiten lassen. 

Lfttt«, BalftÜTitilsprliuip. 8. Aufl. I5 
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Wir koimeii aber nooh veiter gehm und nnmitielbar be- 
stätigen, dafl die 2Sitnahme des Drehimpnlses pro Zdteükhät dieflem 
DnlunofDent gleidb ist, wenn wir den üinpiilB des Hebels nach 
dem Satse tob der Trigbeit der Energie berecbnen. Dieser Im- 
pnls hat einmal eine longitudinale Komponente, welcbe wie bei 
jedem Körper im wteentlichen Yon der IGtfObnmg der meoha- 
nisdien Energie in ihren Tersehiedenen Arten herrährt. Atis dem 
▼origsn Paragraphen wiesen wir aber, daß es für die Znnshme des 
DrehimpiilBes bei glMohftemiger Bewegung allein anf die trans- 
yersale Komponente ankommt; wir sprechen im folgenden des- 
wegen all^ yon ihr. 

Im Punkte A leistet die Kraft die Arbeit g Ein 
Energiestrom, dessen Stärke (d. h. Slromdichte X Querschnitt der 
Strombahn) denselben Betrag bat, tritt also hier in den Hebel ein 
und pflanzt eich dort in gleicher Stärke bis zum Drehpunkte B 
fort. Dort tritt er in die Achse über; denn diese übt eine Kraft 
— (^1 -f- ^a) auf den Hebel aus , da ja die Summe aller auf ihn 
wirkender Kräfte 0 sein muß, leistet somit die Arbeit — 
Die Kräfte + ^9 hingegen leisten weder in B noch in C Arbeit. 

Um den Impuls zu finden, welcher dem genannten Energie- 
strom entspricht, hätten wir eigentlich seine Stromdichte über das 
Volumen des Armes yl 5 zu integrieren. Da wir aber in dem 
Werte für die Stromstärke die Integration über den Querschnitt 
schon auscreführt haben und die Stromstärke längs des ganzen 
Armes sich gleich bleibt, so wird der Impuls 

Zur Berechnung des Drehimpulses ? = [[t^s]^^!^ wählen wir 
den Anfangspunkt 0 für den Radiusvektor V in der Verlängerung 
von B Q (Fig. 22). Offenbar ist dann 

|21 = OB. 1^1, 

und zwar weist die Richtung von S senkrecht zur Ebene des 
Üebels nach oben. In der Zeit di verschiebt sich aber der Hebel 



•) Nebenbei zeigt diese Gleichung, daß zur Beschleunigung eine 
transversale Kraft V\Sti\ gebOrt« [YgL § 3S» 0).] 
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Fig. 22. 

Q 



0 



I 



qdt 



in die gestrichelt gezeichnete Endlage, somit wächst 0£ um jj[d^ 
und jl^l nimmt pro Zeiteinheit zu nm 

^ = ,l«| = ^i.|«f|. 

Man sieht hieran, dalS das Drehmoment 'itt und die Zunahme 4^ 

deB Drefaimpnlses tatsächlich naoh Bichiiiiig und GröJSe überein- 
stimmen , wi» es der EUcheneats verlangt. Dae Drehmoment, 
welches hier auf den Winkelhebel 

ausgeüht wird, hat sein Analogon 
in dem Drehmoment, welches nach 
§ 23 auf die von einem Licht- 
strahl durchsetzte Glasplatte zur 
Verhinderung der Drehung aus- 
geübt werden muß. In beiden 
Fällen hat nämlicli eine seitliche 
Verschiebung des Impulses ein 
Wachsen des Drehimpiüses zur 
Folge. Auf demselben Wege läßt 
sich an der Hand der Fig. 15 ^ 
zeigen, daß in den materiellen Teilen des Trouton-Noblesohen 
Kondensators (dazu gehören natürlich auch gewisse, nicht mit- 
geyjnchneie Stützen , die die Annäherung der Platten aneinander 
verhindern) ein - transversale Lnpulskomponente besteht, und daß 
deswegen der mechanische Drehimpuls pro Zeiteinheit um genau 
denselben Betrag wächst, den wir in § IS iür das Drehmoment 
fanden. Wir überlassen diese einfach*» Kechiiuncr dem Le?er, weil 
wir im folgenden Paragraphen einen noch tiefer gehenden iieweis 
dafür finden werden. 

b) i)er bewegte Stromkreis im elektrischen Felde. 
Wahrend unter a) ein Drehmoment auftratf welches keine Drehung 
cur Folge hat, soll im folgenden von einer Drehung die Bede* 
sein, welche gerade wegen des Fehlens eines Drehmomentes ein- 
tritt. Wir denken uns einen Bing aus nichtleitendem, unmagne- 
tisierbarem Material von der Dielektrizitätskonstante 1 in gleich- 
förmiger Verteilung positiv elektrisch geladen. Er drehe si^h um 
seine Achse und bewege sich dabei in einer ringförmigen Rohre 
aus demselben Material . welche ebenfalls in gleichmäßiger Ver- 
teilung die entsprechende negative Ladung trägt. £s ist dies ein 

15* 
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swar rolioii aber hier ausreichemdeB Modell für einen ungeladenen 
StAimkreis. 

Bewegt flieh das Ganze im Syfliem K parallel zur Achse des 
Binges in einem zeitlich und räumlich unveränderlichen, zur Adise 
senkrechten elektrischen Felde, so wird siclierlicli auf den Strom.- 
kreis weder eine resultierende Kraft noch ein Drehmoment aus- 
geübt; die Kraft ist Nulli weil er die Gesamtladung Null hat, 
das Drehmoment di aber verach windet» weil man in dem Integral 

je zwei gleiche Kräfte ^ dV zusammenfassen kann, für welche der 
Radiusvektor r gleiche Größe, al>er entgegengesetzte Richtung hat, 
wenn man als Anfangspunkt für t den Mittelpunkt des Ringes 
wälilt. Trotzdem beginnt der Ring sich aus der angegebenen 
Lage herauszudrehen und sucht sich so einzufiteileu, daJß seine 
Ebene parallel zur Geschwindigkeit wird. 

Man beweist dies am einfachsten durch Transformation auf 
Euhe. In K^, dem Ruhsystem des Riuire; , gegen welches K die 
Geschwindigkeit q hat, hat nämlich das in K rein elektrische 
äußere Feld auch einen magnetischen Anteil und zwar steht 
wie man am einfachsten au (185) sieht, auf q und @ senkrecht, 
also auch senkrecht auf der Achse des Ringes. Ein ruhender 
Stromkreis aber sucht sich bekanntlich mit seiner Achse der niagne- 
tischen Feldstärke parallel zu stellen. Nach unseren Voraus- 
setzungen steht er zunächst mit seiner Achse senkrecht dazu; 
ako wird er, falls m&n ihn nicht sonst hindert, mit der Drehung 
beginnen. Ss beginnt also anch im System K eine Drehung, ob- 
wolil kein Drehmoment vorbanden ist. 

IHes Bunäcbst Terwunderlicbe Verhalten des Stromkreuea er- 
kl&rt noh leicht ans den S&tzen des § 81. An den Stellen nAmlioh, 
an welchen der rotierende Bing siob im Sinne der Feldstärke <S 
bewegti leistet diese Arbeiti welche dem Bing an den Stellen wieder 
entsogen wird, an welchen die Bewegung dem Felde entgegen er^ 
f olg^ Das ergibt ans Symmetriegründen einen zum Felde senk- 
rechten Energiestrom in der Btngebene nnd nach dem Satse Yon 
der Tr&gh^t der Energie einen Impuls In derselben Bichtnng. 
Da diese unter den obigen Annahmen zur Geschwindigkeit senk- 
recht ist, so haben wir hier wiederum eine transrersale Impuls- 
komponentcw Der Bing bedarf deshalb nach § 31 zur rein trans- 
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latoriscilen ibewegung eines Drebmomentes. Da es fehlt, beginnt 
er noh su drehen, so lange, bis der besprochene ImpnlB zur Ge- 
schwindigkeit parallel wird* 

§ 88* Bas ToUstiadige statiBehe System« 

a) Allgemeine Theorie. Aua den letzten Paragraphen 
sieht man, daß die relativistische Dynamik der 2n e w t o n sehen 
gegenüber mancherlei Komplikationen zeigt. Eine bedeutende 
Vereinfachung tritt ein, sobald man die Dynamik eines voUst&ndigen 
statischen Systems bciiaadelt. "Wir Tersteben darunter ein solches 
physikalisches System, welches, ohne mit anderen Körpern in 
'Wechselwirkung zu stehen*), in einem berechtigten Besugssystem 
im statischen Gleichgewicht ist; a. B. ein elektrostatisches Feld 
mit Einschluß aller Ladungsträger. In ihm ist die Impulsdichte, 
beaogen auf das Buhsystem, Überall NuU, und seine Energie 
haftet fest an ihrem Orte**). In jedem anderen System JT, in 
weldiem es eine gleichförmige Bewegung besitet, madit, wenn 
diese Bedingung erfüllt ist, die gesamte Energie, auch die etwa 
Torhandene elektromagnetische Energie (und die der Gravitation) 
die Bewegung mit. Infolgedessen können wir aiUe bisherigen Be- 
trachtungen, Ton denen die genannten Energiearten zunächst aus- 
geschlossen waren, hier auf die Gesamtenergie anwenden. 

Wir betrachten zunächst den Zustand dauernder Buhe im 
Beaugssystem K\ Da in ihm keine Energieströmung stattfindet» 

*) Statt dieser Bedingimp^ könnte man ohne wesentlichß Verände- 
rung dis einfahren, daß die Umgebung einen allseitig gleichen Druck 
p* ausüben toÜ. Xhmn Irftie an die Stelle von (320): 

so daß statt ( 321) die Formeln (XXVlIId) hf rauskamen. 

**) Mau könnte sogar noch elektroatatisch-magoetustatische Felder 
mlassen , trotsdem dann 6* und fi* von 0 Tenchiedeii würden. Des 
hätte zwar den Etfolg, daA In den Grundgleiehimgtti (XXYIIIa) und 

(XXVIII) gewisse zu fl" proportionale Sammand'^n auftreten. Dorh 
würden diese b^i der Integration über das yollständige Bjstem wieder 
▼ersch winden, da 

bt (XXVni b) bliebe also ungeftndett, desgMchen (811>), weil = 0 ist 
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80 ist auch die Impulsdichte g überall dauernd Null. Und daraus 
folgt» daß für jeden QaemMhnitt des SjBtems (gleichgültig ob eben 
oder nicht) 

l^dtf« s= 0 . . (319) 

ßöiü muß. Ergänzen wir ihu nämlich durch eine ganz außerhalb 
des vollständigen Systems verlaufende Fläche zu einer geschlossenen 
Fhiche, so können wir für das eingeschlossene Volumen nach 
(2Ö9) und I schließen: 

der Anteil jeuer Ergänzung am Oberflächen integral verbciiwiadet 
aber nach Voraussetzung für sich allein. 

Wählen wir den Querschnitt als Ebene = const (die 
jS^-Richtung ist dabei ganz willkürlich), so finden wir aus (319) 
und v': 

usw. Multiplizieren wir diese Gleichungen mit dx^, und inte- 
grieren wir dann Uber das ganze Volumen des vollständigen 
Systems, so folgt: 

oder da das Eutsprechende für alle anderen Komponenten des 
Tensors p*^ gilt: 

jpOÖV^ = 0 (320) 

Für ein TollstfindigeB statisches System gehen somit die Glei- 
chungen (XXVmb) aber in: 

^ (321) 

Ihre Übereinstimmung mit (XXVlIId) (wenn man dort den Druck 
= 0 setzt) beweist: Jedes vollständige statische System 
verhält sich bei quasistationärer Beschleunigung wie 
ein llassenpunkt unter dem Druck NulL Insbesondere tritt 
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k.ine transversale Impulskomponente auf; zur gleichförmigen 
trauslatorischen Bewegung iat deshalb kein Drehmoment nötig. 

b) Anwendnng auf die Dynamik des Elektrons*); Ein 
System der genannten Art ist das Elektron mit smnem Felde; 
daher lelirtdiee Ergebnis: Das Resultat von § dO,b)f daß sieb das 
Elektron bei qnasistationarer Bescblennigung als If assenpnnkt 

verhält, dessen Ruhmasse m sich nach der Formel m = — r aus 

der gesamten Energie berechnet, ist unabhängig von den 
dortigen besonderen Annahmen; es geht oline jede besondere 
Voraussetzung aus (321) unmittelbar hervor. Man kann aus 
Versuchen über qua^istaf ionäre Beschleunigungen des 
Elektrons niemals einen ivuckschluß zielien auf seine 
Gestalt und Ladungsverteilung sowie über den Anteil 
des elektromagnetischen Impulses am Gesamtimpuls. 
Über seine Dimensionen läßt sich nur das lolgeni , duß sie nicht 
kleiner als 10~^^cm sein können; denn anderenfalls wäre die elek- 
trostatische Energie El und die Ruhmasse m ~ I fd^ . grußor, 
als sich mit den Beobachtungen verträgt. (Im letzten Satze ist 
allerdings angenommen, daß die Maxwellsche Theorie auch in 
den kleinsten Bä.imien streng richtig ist und daß die nichtelektro- 
magnetische Masse nie negativ werden kann ; ob diese Annahme 
zutrifft, mag dahingestellt bleiben.) 

Femer ergibt sich 2.B., daß die Kmpuskeln der oc-Strsblung 
des Badimns, 'wie sie auoh konstituiert snn mögen, denselben 
dynamischen Qesetaen geborcben wie die Elektronen. Da es sich 
bei ihnen zweifellos um materielle Atome bandelt, wäre eine expe- 
rimentelle Entscheidung zwischen der klassischen Mechanik und 
der Eelativit&tstheorie an ihnen besonders wichtig. Yorl&ufig 
dürften dem freilicb unüberwindliche Schwierigkeiten entgegen- 
stehen. Hoffen wir, daß der rastlos fortschreitenden Experimentier- 
kunst auch hier bald der Erfolg glückt. 

c) Auwendung auf den Winkelhebel. Der Winkelhebel, 
von dem in § 32, a) die Eedo war, läßt sich leicht zu einem voll- 
ständigen statischen System ergänzen. Er möge in einem Ge- 
häuse liegen, an welchem die Drehachse befestigt ist und von 
welchem aus — etwa durch gespannte Federn — die Kräfte 
und ^2 Ausgeübt werden. Der oben betrachtete Energiestrom 
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f?pf7i sich, iiaelidoni er h>A B aus dem Hebel ausgetreten ist, in 
der Achse fort, tritt dann durcli die Lager der Achse in das Ger 
h&use, gelangt von diesem in die bei A den Hebel angreifende 
Feder und wird so geschlossen. Bildet man das Integral J^S^F, 

80 findet man den Wert Niült weil dieser Strom keine Quellen nnd 
Senken hat, sondern divergenzfrei ist Der gesamte von dieser Strö- 
mung herrührende Impuls verschwindet somit ebenfalls; das Ganze 
hat keine transversale Impulskomponente. Wohl aber hat das Ge- 
hAuse (einsehließlich der Federn und der Achse) für sich allein eine 
solche Komponente. Sie ist der entsprechenden Komponente des 
Hebels entgegengesetzt gleich. Daraus folgt aber, daß das Gehäuse 
eines Drehmomentes zur translatorischen Bewegung bedarf, welclies 
dem in § 32, a) berechnotfn entiregengesetzt gleich ist. Und dies übt 
der Hebel vermöge der l edern und der Achse auf das Gehäuse aus, 
während umgekehrt das Gehäuse das eratere Drehmoment auf den 
Hebel ausübt. Das Ganze aber bedarf ebensowenig wie der Massen- 
punkt, dem es dynamisch gleichwertig ist, eines Drehmomentes 
von außen. 

d) Der Trouton-Nohleaehe Versuch. Kach diesen Vor- 
bereitnngen kdnnen wir nun auch den Trouton-Noble sehen 
Versuch von einem System K aus erklären, in welchem sicli der 
Kondensator bewegt. Wir sahen in § 18, daß sein Feld ein Dreh- 
moment auf die materiellen Teile ausübt, und wir erw&hnten schon 
in §31, daß diese wegen ihrer elastischen Spannungen eines Dreh- 
momentes bedürfen. Hier sehen wir ohne weiteres ein, daß jenes 
elektromagnetische Drehmoment gerade die nötige Stärke besitzt. 
Denn das Ganze — die materiellen Teile und das Feld — ist ein 
vollständiges statisches System und muß sich deshalb ohne ein 
Drehmoment rein translatorisrh bewegen. Wir können geradezu 
das Feld mit dem besprochenen Winkelhebel und die materiellen 
Teile mit dessen Gehäuse vergleichen. In beiden Teilen des Kon- 

•) Integriert man div ^ = 0 über einen Raum , welcher durch 
einen ruliendeu ebenen Querschnitt des Systems und außerdem dui'cU 
irgMkd ehie gani aufierhalb des Systems Tsrlanfsnde FUUdie hegrenst 
ist, so findet man J = 0, dies Int^al .errtreokt Über die ganze 

Begrenzung oder auch über den Quenshnitt allein. Summiert man 
diese Beziehung über alle zur IHchtun^ n senkrechten QuerKhniUe^ SO 
folgt j (f F = 0, wobei n eine beliebige Bichtung ist. 
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'densators gibt es transyersale Energieetröme und Lnpuleot aber 
in dem ganzen System echlieOt eich dieser Energieetrom ToUstftndig 
nnd die transversalen bopulse heben sieh infolgedessen auf, genatt 
wie wir dies heim Winkelbebel und seinem Gehaase sahen* 

§34. Thermodynamik. 

a) Transformation der Entropie. In der Trägheit der 
Bnergie liegt begründet, daß sich die Dynamik nicht vollständig 
'durchführen läßt, ohne daß man auf die Thermodynamik eingeht. 
Bas wird sich z.B. in der Hydrodynamik a^gen. Um nun die 
Thermodynamik dem Belativitätsprinzip anzupassen , müssen wir 
vor allem untersnchen, wie sich ihr wichtigster quantitativer Be- 
griff, die Entropie, zur Lorentz-Transformation verhält. Obwohl 
Bchlechtlnri jedem physikalischen System eine bestimmte Entropie 
s^nkommt, beschränken wir uns hier im allgemeinen auf Gleich- 
pewinhfpziistände. -Auch bei Zustandsänderungen soll sich jeder 
durchlauft ue Zustand nur äußerf^t wenig von einem Gleichgewicht 
unterscheiden, so daß die Veränderung umkehrbar vor sich £?elit. 
Wir beschränken uns ferner auf rein transl« forische Be%^ ei^'uns^ 
lind auf den Fall, daÜ der Spannungszustand ein allseitig L{loiclier 
Druck p ist. Ein Körper hat dann fünf Bestimmungsslucke ; 
nämlich drei thermodynamische , den absoluten Wert der Ge- 
schwindigkeit und etwa Volumen und Temperatur und auJierdem 
zwei die Richtung der Geschwindigkeit bestimmende Winkel. An 
Stelle des absoluten Wertes der Geschwindigkeit und der Rich- 
tungswinkel führt man natürlich besser ilire drei Komponenten ein, 

Den zweiten Hauptsatz, daß die Entropie aller an einem 
Prozeß beteiligten Systeme nur zunehmen kann, setzen wir dem 
Belativit&tsprinzip zufolge als für alle berechtigten Bezugssysteme 
gültig an. In jedem berechtigten Be^ngssystem K gilt somit der 
Sdünßi dafi in einem abgeschlossenetn physikalischen System ein, 
umkehrbarer Vorgang die Entropie unverfindert läßt» Wir denken 
uns nun einen Körper aus dem Zustande 1» in welchem er im 
System K ruht und die Entropie 5i hat, adiabatiseh-isopieistisch 
in den Znstand 2 gebracht, in welchem er die Qesehwindigkeit q 
und die Entropie besitst» Diese Beschleunigung ist zweifellos 
umkehrbar, so daß die gesamte Entropie des beschleunigten und 
des ihn beschleunigenden Körpers konstant hleibti Stellen wir 
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uns den letzteren ruliend vor, 8o wissen wir was der klassiscben 
Thermodynamik (die wir für ruhende Körper unbedenklich bei- 
behalten können), daß seine Entropie durch die Leistung der Be- 
schleunigungsarbeit nicht verändert wird, daher gilt dasselbe für 

die des beschleunigten Körpers, d.h. es ist So = Sj. Der letztere 
gerät nun bei dem beschriebenen Vorgange in den Ruliezustand, 
bezogen auf ein System Ä', welches die Geschwindigkeit ö - - q 
gegen K hat, und zwar ist der Zustand 2 bezogen auf K' genau 
dt r>elbe wie der Znstand 1 bezogen auf K, da der innere Zustand 
bei eiuer adiabatisch-isopieis tischen Beschleunigung' konstant bleibt. 
Also ist S2 = Si, somit auch 82 = S^, und da wir als Zustand 2 
schlechthin jeden wählen können, so gilt allgemein: 

Die Entropie ist eine Invariante der Lorentz-Transfor- 
mation (Planck). 

Der angegebene Beweis bezog sich zunächst nur auf Gleich- 
gewichtszustände. Die allgemeinste Definition der Entropie be- 
ruht aber auf ihrem Zusammenhange mit der Wahrscheinlichkeit 
(Boltzmann), wobei die letztere durch die Zahl aller derjenigen 
Komplexionen bestimmt ist, w^elclie einen und denselben thermo- 
dynamisclien Zustand ergehen. Daß deren Abzahlung für ver- 
schiedene bereclitigte Systeme zu verschiedenen Kesultaten führt, 
ist schon deshalb ausgeschlossen, weil es sich dabei, genau ge- 
nommen, stets um ganze Zahlen bandelt — nur wird durch die 
Benutzung von Näherungawerten diese Tatsache meist verdunkelt 
— und weil andererseits jede von der Relativgeschwindigkeit 
zweier Systeme abhängige physikalische Größe eine stetige Funk- 
tion davon sein muß. Denn zwei Bezugssysteme mit allen ihren 
Baum- und Zeitbestimmungen gehen stetig ineinander über, wenn 
raan ihre Relativgeschwindigkeit kleiner und kleiner werden läßt; 
deshalb müssen die Werte derselben physikalischen Gh*öße, deren 
Unterschiede doch in letzter Linie auf die Verschiedenheit der 
Baum- und Zeitmessung beruhen, ebenfalls dabei stetig ineinander 
übergeben. Der Sats Ton der Invarianz der Entropie muH alflO 
ohne die Bescbr&nkung aal Glacbgewiclitszustinde gelten*), 

*) Wendet man ihn auf ein Btrablenbündel an, ao findet man 
(wohl anf dem körzeeten Wege) das Wien sehe Venohiebnngegeset» 
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h) Transformation c! r Temperatur. Die Temperatur 
T definiert maTi bekanntlich durch die Festsetzung, daß bei einer 
umkehrbaren Zuführung der nnendlich kleinen W&rmemenge Q 

dfi = ^ (322) 

sein 80IL Wir fibernehmen sie tms der kUssischen Thermodynamik 
nicht nnr für ruhende Körper, d. h. bezogen anf das mit der 
Materie bewegte System K^, sondern gans allgemein. Nun haben 
rä^Aehon in § 24, Gleichung (269) abgeleitet, daß sich die pro 
Zeiteinheit ersengte Wirmemenge B nach der Formel 

~ c* 

umrechnet; die wShrend eines infinitesimal kurzen Vorganges zn» 
geffihrte ist aber Q=s Bdtt somit ist» da nach (29) oder (52) 

dl _ e 

Setzt man aber nach (XXX) und (322) 
80 findet m&u aus (323): 

CO daß die Transformationsformel für die Temperatur 
lautet: ^ 

Die Temperatur transformiert sich also wie das Volumen, sie 
ändert sich daher auch wie das letztere in demselben Bezoers- 
system, wenn man den Körper adiabatisch und bei konstauksin 
Druck aus der Kuhe heraus beschleunigt, d.h. sie smkt dabei auf 

das yi — q^/c^iaiche der Anfanfrstemperatur. Dies sehr paradoxe 
Ergebnis liäni^t auf das pn[r!^te mit der in Gleichung (323) impli- 
zite steckenden Irägheit der Energie zusammen. 

c) Bestätigung von (XXX). TTm dies zu Teranschaulichen, 
denken wir uns den folgenden Kreisprozeß bei konstantem Druck 
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aaagttführt. Em aus zwei Phasen «ines chemisch einheitlichen 
Stoffes, etwa aus Wasser und Wasserdampf, bestehender Körper 
befinde sich anfangs im Zustande a in Ruhe auf der Temperatur 
Ti, diese und alle folgenden Angaben bezogen auf irgendein 
berechtigtes System K. Wir führen ihm ans einem ruhenden 
Wärmebehälter isotherm die Wärmemenge Qi 211, wodurch er in 
den Zustand b kommt, der sich trotz des unveränderten p und T 
im Volumen vom Zustand a unterscheidet. Dann beschleunigen 
wir ihn adiaba tisch auf die Geschwindigkeit g_ (Zustand c); di» 
Temperatur wird dabei T2. Sodann führen wir ihm aus einem 
mitbewegten Wärmebehälter isotherm die (negative) Wärmemeng© 
Q2 zu (Zustand d), \yelche so bemessen ist, daß er zuletzt bei 
adiabatischer Verminderung der (Jesch windigkeit bis zum Werte 
Null gerade wieder in flen Zustand a gerät. 

War im Zustande n seine Enerp-ie ^irid sein Volumen Vgf 
so ist er im Zustande b nach dem h^nergieprinzip : 

Ik'\'p7h= Ea-{'pVu'\-Qi (324) 

im Zustande c ist nach (297J, da Ei,-{-pVb an die Steile von 
£0 ^0 tritt, 

E,-^pVc=:~^^(Ik-\-pVi;), . . . (326) 

80 daS znr Beschleunigung der Arbeitsleistung 

Ai = iEc-\-pVc) - (Et, 

= (JE7e+pF.)(l-.l^') 



(326) 



aufzuwenden ist. Denn zu der £nergiezunahme JEc-^E^ trägt 
nicht nur die Arbeit Ai , sondern aucli die Kompressionsarbeit 
— i>(Kc — Vh) des Druckes p bei (vgl. § 30 a). Bei der isothermen 
und isopieistischen Zuführung der Wärmemenge Qj wächst aber^' 
da die ( ieschwindi<xkeit konstant gehalten wird , wegen der Träg- 
heit der Energie zugleich der Impuls, so daß nach (288a) eine 
Kraft 51 auf ihn ausgeübt und somit eine Arbeit geleistet werden 
muß, deren Betrag gleich 

Ii it 
V=|(q«)<« = ,T^^|fid« = ,.!!j,(?. . (337) 
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ist. Infolgedessen ist im Zustande d 

-f y ] d = i^c + Q2 + 

Endlich ist bei der adisbstischen VenninderuDg der Geschwindig- 
keit analog su (326) die (negative) Arbeitsleistung 

,4, = (£d+l>Fd)(i^Vl) .... (329) 

erforderlich. 

Nach dem ersten Hauptsats muß die Summe der sageführten 
W&rme- und Arbeitsmengen Null s«n; also, da der Druck p im 
ganzen keine Arbeit leistet: 

Nach (326), (327), (328) und (329) ist aber ' 



Daher 



Nach dem zweiten Hauptsatz ist für jeden Kreisprozefi ftlS s= 0, 



da der Körper in seinen Anfangszustand Eurückkehrt. Also nach 
(322) 2J ^ = 0. Auf den vorliegenden Fall au^^ewaudt, zeigt 

dies, daß ?J +^ = 0, somit Tg = Tj j/l — ist. J, ist 

aber die Temperatur, welche ein Körper von der Anfengstemperatur 
Ti hp] adiabatisch -isopieistischer Beschleunigung Ton der Kuhe 
auf die Geschwindigkeit q (bei der Überführung vom Zustande U 
in den Zustand c) annimmt. Wir bestätigen somit, daß die Tem- 
peratur bei einem solchen Vorgange im Verhältnis j/l — : 1 

sinkt. Weil infolge der Trägheit der Energie die beim beschrie- 
benen Kreisprozeß vom Körjjer geleistete Arbeit — {Ai -^-A^-^- A3) 
nicht Null ist, sondern (Q^ > 0 vorausgesetzt) einen positiven, 
durch WäVmezufuhr gedeckten Betrag hat, muß nach dem zweiten 
Hauptsatz die Abgabe der Wärme — bei niedrigerer Tempe- 
peratur erfolgen als die Aufnahme von Qi- 
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£■ 861 bier nocb ausdrücklich darauf lungawieBcin , daß die 
Tranaformationsfonn«! (XXX) im Gegensais sa (XXIX) nur für 
tiimodyiiainndie GleicIigffwichtBsnat&iide gilt; für «noiyorgangy 
der davon so weit abwmcbt ine ein Strahlenbündel, gilt ein gans 
anderes Gesetz (▼. Hosengeil). 

d) Das dynamisclie Potential H, Ein zwar abgeleiteter, 
aber dennoch sehr wichtiger thermodynamischer BegrüX ist die 
freie Energie» welche wir für einen ruhenden Xdxper mit be- 
aeiohnen wollen« Bekanntlich ist 

jp« = if»— r»S» (330) 

Führt man als unabhängige Veränderliche das Volumen und 
die Temperatur ein, so gilt: 

Andererseits ist nach der thermodynamischen Definition der 
£ntropie 

also 

Daraus folgt dann: 

Betrachten wir nun für einen bewegten Körper die Funktion : 
H==J^!^JI«, He = — J« .... (S83) 

Ist liier als Funktion von und T° gegeben , so ist H als 
Funktion vor« q , V, T bestimmt, da sich aus X and g_ nach 
(31) und (XXX) 

berechnen läßt Und swar findet man nach (333), (330), (331), 
(296) und (XXIX), da 

ist, doreh leichte Umrechnung die folgenden Differentislgleidiangen: 
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/dH\ y«»— r^" dm /dV\ dF^ . 

KWUt — ~ — dV^ \W)t= ^dl^ = = 1». 

/dH\ yc* — q'' rdH'/dV''\ dH'' /dT^\ l 



9 



öVc»— ^ 



EndHch ist 



. (336) 



also sehlieJSen -wir nach (XXvilid) auf die Gleichimgeii: 

WO die IndiedB die konstant zu haltenden Tariablen angeben» 
Der Impuksatz ^ = ergibt somit , angewandt aof die drei 
Koordinatenrichtiingen : 

Dann kommen noch 

S'onnen wir schlieUUch den Ansdniok 

dH , dll . dB . rr^H „ 

naoli (333), (334), (336), (XlOX), (XXX) und (XXVIIId) um, ao 
finden wir £&r ihn den Wert: 
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also ist nach (XXVmd): 

Aus dioser Gldchung bestimmt sich dü l^argie sobald man die 
Funktion H kennt. Wir nennen H das dynamischePotentiaL 

e) Iflotherm-isochore Dynamik. Als wir in § 30 den 
Wert(XXVmd) für @ mit konstanten £\ in die Impulg- 

gleichnng St =^ einsetaten, erhielten wir die Qmndgleichimg 

der adiabatisek-isopieistiscken . Heehaalk. Bestimmen trir bier 
nach (330) H ans der freien Energie f ^, so ergeben die Glei- 
ehungen (335), indem man aneh bei der Zeitdifferentiaiäon Fund T 
konstant hfilt, die Grundlagen, der isotherm -isoehoren Dynamik. 
W&hrend dort aber dieNator des Körpers nidit weiter an Betracht 
kam und wir z. B. für die transversale und longitadinale Kasse 
nniver seile Funktionen der Geschwindigkeit fanden, ist hier die 
Dynamik wesentlich durch die für den Körper charakteristisehe 
freie Energie bedingt. Denn, wie schon die obige Bechnung 
zeigte, sind und und damit auch bei konstantem V 
und T Funktionen der Geschwindigkeit. Bei klttnen Geschwindig- 
keiten macht sich diese Abhängigkeit allerdings nur in Größen 
awnter Ordnung geltend [vgl. (31) und (XXX)]; vernachlässigt 
man daher q^/c^ g^g^u 1 , so fällt die isotherm-isoehore mit der 
adiabatisch - isopieistischen Dynamik und beide — da unter den 
jetzigen Annahmen des allseitig starken Druckes die transversale 
Impulskomponente fortfällt — mit der klassischen Mechanik zu- 
sammen. — Außer den beiden genannten Arten der Dynamik 
kann man natürlich auch norh andere, z. B. eine isotherm-iso- 
pieistische aufstellen, indem man bei der ZeitdifCerentiation in (335) 
T und p als konstant ansieht 

f) Das Prinzip der kleinsten Wirkung. Das Prinzip 
der klMnsten Wirkung snc't aus: Unter allen denkbaren Vor- 
gängen, welche einen beliebigen, äußeren Einflüssen unterworfenen 
Körper in vorgegebener Zeit (von ^ bis^2) '^^^ einem vorgegebenen 
Anfangs- in einen vorgegebenen Endzustand überführen, ist der 
wirkliche Vorgang dadurch ausgesdchneti dafi für ihn das Integral 

h 

j{dH-^A)di = 0 (338) 

k 
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ist. Die Variationen 6 bezeichnen dabei beliebige Verscbiebiingen 
der unabhängigen Koordinaten bei konstanter Zeit, welche natür- 
lich mit entsprechenden Veränderungen der zugehörigen Geschwin- 
digkeiten verbunden sind; für und (2 aollen die Verschiebungen 
der Koordinaten verscliwlnrlen. A ist der Energiezuwachs, welchen 
der Körper durch diese Verscldebungen ö erfahrt. Als Koor- 
dinaten gelten hier nicht nur dieKartesischen Koordinaten x, y, e 
eines (beliebig gewählten) Punktes im Körper, sondern auch zwei 
thermodynamische Variable, darunter das Volumen F. Unter den 
Geschwindigkeiten sind ilire AUniungen naeh der Zoit Terstanden. 

Unabhängig yon dieser Bedentang bsBeiohneii wir die Eoor- 
dinaten zunächst mit qp^, q?^ usw., ihre Ableitungen mit (p^, cpg usw. 
Der Energiesnwachs A ist durch einen Ausdruck 

A = ^x^fpx + O^^fp^ -|- ... = ZOdtp 

gegeben, in welchen 0i, (P^ ^s^- die „generaüsierten" Kräfte sind; 
im Fall, daß (p — wird ^ einfach die a*- Komponente der 
Kraft ^. Die Funktion H wird als abhängig von den Koor- 
dinaten und ihren Ableitungen an gesellen j^vgl. (334) und (336)J; 
somit ist 

'■H = S^'»» + If 'V» + ••■ + «Vi + J^*»« + — 

Das Prinzip der Ideinsten Wirkung (338) verlangt nun: 

|2(|f^9>+|f Ö9> + ^^9)rf< = 0 - . .(339) 

Hier sind die Variationen S(pi,S (p2 usw. unabhängig von- 
einander; wären nur sie vorhanden, so müßten hier, da die 
Gleichung (339) für alle denkbaren Variationen erfüllt sein soll, 
die Koeffizienten von ö (pi , öq)^ usw. einzeln verschwinden. Da 
aber außerdem noch die Variationen 8q) der Geschwindigkeiten 
auftreten, und diese mit den Variallünen der Koordinaten durch 
die Beziehung ^ 

verknüpft sind, müssen wir die von ihnen abliangigen Summanden 
zunächst durch partielle Integration umformen. In liücksicht auf 
das Verscliwinden der d q) für und finden wir dabei: 

Lftue, BelatiTitätsprüizip. 8. Aufl. 16 
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Ii h 
Dies eingesetat'ergiVt: 



woraus für jede der Koordinaten (f eine DifierentialgleichuDg von 
der iJorm d fdH\ , ^ ^ 

folgt. 

Bei ADWendimcf dieser Gleichunfj sind nun freilicli unter den 
Koordinaten 9 Arten zu unterscheiden. Das kinetische 

Potential IL hängt uamlich bei einigen von ihnen nur von cp 
selbst, nicht aber von 9? ab ; das gilt z. B. vom Volumen F. Da- 
gegen treten gewisse andere Koordinaten <p in. H nicht selbst, 
sondern nur in ihren Ableitungen 97 auf; dazu gehören die Koor- 
dinaten j/, ^. Der Anteil der genannten Größen an dem Einergie- 
auwachs A ist 

Kinigei uiaßeu zweifeLhaft erscheint, zu welcher Art man die zweite 
thermodynamische Koordinate zählen soll. Wir haben oben die 
Temperatur T als Zastandsvariable gewählt und man könnte 
daran denken, sie hier wie das Volumen V zu behandeln. Bedenkt 
man aber, in wdch enger Bekiehnng naeh der kinetisehen Wänne- 
theoiie die Temperatur aur Uolekolarbewegung steht, so wird 
man nach demYorr,'ange von Helmholt z^) sie Heber als die Ab- 

^=^-- my 

einer Koordinate a betrachten , welclie selbst in H nicht auftritt. 
Der entsprechende Anteil an dem Energiezuwachs Ä ist die bei 
der Verschiebung Ö zugeführte Wärme, also; 

0aSa = TdS. 

Wenn dies aber für alle denkbaren Vorg&nge gelten soU, so muß 
auch für den virklichen Voi^pang 

^ da __ ^dS 



Digitized by Google 



— 243 — 



also nacli (341) 

sein. Der voUsUDdige Ausdruck für A lautet somit: 
So nehmen die Gldehmigen (340) die Form an: 

■ 

Bei Integration der letzten nnter ihnen findet man, da man die 
hier bedeaiongsloie Integrationskonstanta Nnll'setsen kann« 

Wir finden somit als Bedingungen für die Gültigkeit 
des Prinzips der kleinsten Wirkung die Gleichungen 
(335) und (336) wieder. Ea l&fit sich dies Prinzip in die Bela- 

tivitätstlieorie übernehmen. 

Freilich bleiben diese von Helmholtz herrührenden "Bt trach- 
tiinircn bei dieser Übertragung zunächst gänzlich unverändert. 
Aber der Unterschied gegen die alte Theorie zeigt sich sofort, 
wenn man U als Funktion seiner fünf Variablen qxi q^, F, T 
liinschreibt. Bei Helmholtz sind die thermodvnamiacheu und 
d e mechanischen Grundsätze doch nur ziemlich äußerlich in diesem 
i^rinzip vereinigt; denn nach der alten Theorie ist 11= — F~\- ^/^mii^ 
die Summe aus einem nur von F und T und einem nur von y, z 
abhängigen Siiminaii<1on. In den Gleichungen (340) verschwindet 
stets der eine vuü ihneTi v ollständig. Erst in der Relativitäts- 
tlieorie, in welche Planck dieses i'rmzip eingeführt hat, ist diese 
Vereinigung nach (333) eine wirklich enge, insofern in den mecha- 
nischen Gleichungen F und in den thermodynamischen aber £ 
eine Bolle spielt. 

Nach (25) und (333) iBtHd<=H«(2v. Die „Wirkungsgröße« 

ist iomi't eine Invariante der Loren tz- 



Transformation« 



16* 
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Unter Voraassetzung dieser Invarianz liat Herglotz "■^) in 
Umkebrung des hier eingeschlagenen Gedankenganges aus dem 
Prinzip der kleinsten Wirkung GnnidLyleichungen für die Dynamik 
abgeleitet, welclie mit den unseligen völlig identisch pind. Er 
braucht dazu ganz wie in der klassischen Theorie die Deforma- 
tionen des liurpers ak voneinander unabhängige Zustandsfunk- 
tionen. Weil wir hier nicht auf die nicht ganz einfache Frage 
nach der relativitätstheoretischen Definition der Deformation ein- 
gehen Wüllen, müssen wir uns mit dem Hinweis auf seine Arbeit 
begnügen. Für den einfacheren Fall, da Li nur die \'ülumenver- 
änderung physikalisch wirksam ist — dies trilEt bei den Flüssig- 
keiten zu — hat auch Lamla*) denselben Weg beschritten. 

Nor angedeutet soll werden, daß die Invarianz der Wirkungs- 
größe eine bedeutende Bolle in den neaetten statietisdienTlieorien 
spielt [Planck, Sommerfeld*)]. Sie enndgliebi es n&mlidi, die 
Konstante h des Spcktralgesetsee der Hohlramnstrahlung, welche 
als Konstante eines Natnrgesetaes selbstrerstindlieli ffir alle 
Systeme den gleichen Wert hat, dem Werte der Wirkongsgröße 
für manche Kolekulanrorgänge gleidisnsetsen (multipliziert mit 
dem Faktor 2 ff). So wird h/2ie sum „elementaren Wiriatngs- 
qnantum*. Ein nAheres Eingehen darauf würde aber den Kähmen 
diMes Buches weit übersehreiten« 

Man sieht an den Entwickelnngen dieses Paragraphen, be- 
sonders an der Gleichimg (333) in Verbindung mit (338), daß 
der Einfluß der Bewegung der Kfirper auf die thennodynamiBchen 
. Vorgänge nur Ton der sweiten Ordnung iejb, er liegt damii weit 
unter der Grenze der erreichbaren Heßgenauigkeit. Entfällt dabar 
einerseits jede Möglichkdt zu einer thermodynamlschen Prüfung 
der Relativitätstheorie, so steht doch andererseits dio empirische 
Gidtigkeit der klassischen Thermodynamik «icht im Widersprach 
BU ihr. 

§ 35. Die Dynamik der Uohiraumstrahlung^. 

Die Anwendbarkeit der im letzten Paragraphen abgeleiteten 
Formeln scheitert an der für die Körper meist recht unvollstän- 
digen Kenntnis der freien Energie F^, üm so interessanter ist 
es, daü es ein nicht-materielles physikalisches System gibt, welchcB» 
wenn auch noch nicht verwirklicht, so doch zweifellos natnr^ 
gesetzlich möglich ist, und dessen Verhalten wir mit aller Voll- 
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Bt&ndigkeit nnd Streu L,'e angeben konueu. Es ist dies die Holil- 
raumstrahluug , wie sie pich nach, dem Kirchhoff sehen Gesetz 
mit der Zeit in jedem von gleichmäßig temperierten Wänden 
umschlossenen Hohlraum einstellt, die sich aber auch, wenn sie 
sich einmal eingestellt hat, in einem von volikuiiimen spiegelnden 
Wänden umgebenen Räume erhält. In einer solchen liulle wollen 
wir sie jetzt betrachten, wobei wir als Bezugssystem zunächst 
dasjenige System wählen, in welchem die Wände ruhen. Doch 
lassen wir vorläufig den Index 0 fort. 

a) Die Hohlraumstrahlung in der Kuhe. Die Besonder- 
heit der Hohlraumstrahlung unter allen elektromagnetischen Vor- 
gängen besteht darin, daß es bei ihr weder ausgezeichnete Punkte 
noch Kiclitiuigon cfibt. Dies ist natürlich nicht mödich, solang© 
wir die momentaiu n Zustände betrachten; denn dann spielen wie 
bei jedem elektrumaguetischen Vorgang die Eichtungeu der beiden 
Feldstärken eine besondere Rolle. Wohl aber gilt fiir dto 
Mittelwerte aller Größen, wenn wir diese über Zeiten bilden, welciie 
gegen die Schwingungsperiode sehr groß sind. Es findet z. B. 
im Mittel keine Energiestrumung statt, denn anderenfalls wäre 
ja deren Richtung ausgezeichnet. Dasselbe gilt von den Mittel- 
werten der Maxwellschen vSpannnngen , auch diese dürfen keine 
Richtungen besonders hervorheben, was nur dann der Fall ist, 
wenn im Mittel 

Pir« = P»» = pmn = 0, = pyy = psf = p . . (342) 

iBt, d. lu wenn ein allseitig g^eidier Bniek p bemcht 

Dessen Grdße läßt sich wm leiciht angeben. Wie ans (X) 
beryorgehti gilt für die Momentan werte die (jQeichnng: 

Pxx + pyy + Pmz ~ W] 

hei der Mittelwerthildung muß diese bestehen bleiben. Mit Rück- 
sicht au£ (342) muß dr.her für den Mittelwert j» gelten: 

P^iW (343) 

Man kann diesen Druck übrigens auch als Ergebnis des Strah- 
lungsdruckes aller die \\ and treffenden Strahleubündel auffassen 
und berechnen. 

Die Hohlraumstrahlung besitzt wie alle Wärmestrahlung 
anch Entropie und Temperatur] da sie einen Gleichgewichts- 
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(844) 



zustand darstellt, berechnet sich die erstero, wie bei einem im 
Gleichgewichte beündlicheu Körper, nach der DilEerentialgleichimg : 

Wir wollen ans dieser mit Hilfe von (343) S und E als Funk- 
tionen der Temperatur und des Volumens bestimmen. Wegen der 
Gleichwertigkeit aller Punkte sind beide Größen einfach su V 

proportional, so daß die Energiedichte TT = ^ eine Funktion der 

Temperatur allein ist. Schreiben wir die letzte Gleichung in die 
Form; 1 \ / dW \ 

80 sieht man, daß 

WT " T dT * 3 T 

des 

ist. Berechnet man aus jeder dieser Beziehungen ^y^p so findet 

UMHt 

FFdT'~ X dX ~ ^X\dX X )* ' 
also dW _ , W 

dT ^ ^ X' 

Dies ist slneDÜfarentialgleiGhung 2ur Bestimmung der Funktion W 
Yon 2*. Aua ihrer Integration folgt: 

W=:aTS E = aT^r (346) 

wobei a die Inteprationskonstante bedeutet; und setzt man diesen 
Wert in (344) ein, so ündet man durch abermalige Integration: 

S= JaT^F . (346) 

Die additive Litegrationskonstante haben wir hierbei fortgelassen, 
weil nach (345) mit der absoluten Temperatur auch die EneiPgie, 
d. h. die Strahlung überhaupt, yersdiwindet. Die freie Energie ist 

Ä JE?— TS = — (347) 

Gleichung (345) spricht das Stef an-Boltzmannsche üesetü 
aus. Die Konstante a ist nach Valentin er 

7,148 . 10-15 [g cm-i sec-2 grad"*]. 
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b) Die Hoblranmstralilang in gleiclifdrmiger Bo' 
wegung. Nun betrachten wir die Hoihlranmflirahlung in gleieli- 
fdrmiger Bewegung, legen also unseren Erörterungen ein andere« 
bereeliiigtei System sug^ronde und zeichnen die bisherigen, aul 

das mitbewegte System K'^ bezogenen Größen T, S usw. dttrck 
den Index 0 aua. Dabei bleiben zwar nicht mehr alle Richtungen, 
wohl aber noch alle Punkte gleichwertig, da ja die Koordinaten 
selbst iu die Transformationsformeln für die physikaliseben Größen 
nicht eingehen. Die mittlere Energie der Strahlung macht also 
in diesem Falle, obwohl aie elektromagnetische Energie ist, die 
Beweg^g mit, so dafi wir alleBetraohtongen der § 26 bis 34 auf 
eie anwenden können. 

Ans (333) und (347) folgt für das dynamiscbe Fotenlaal [vgL 
auch (31) und (XXX)]: 



8 



(348) 



also nach (334), (336) und (337): 
/dH\ ae^ 2* 

- /dH\ 4ac* J»F 



(349) 



oder yektoriell geschrieben: 

Durch diese Gleichinicren iai die quasistationäre Dynamik der 
Hohlraumstrahlung voiikoiuiueu bestimmt. 

e) Isotberm-isoebore Dynamik. Wir wollen als Beispiel 
dafür die isotberm-isoebore Besoblennigung ontersucben. Der 
Impuls ist bier wie in (277) als Funktion der Gesobwindigkeit 
▼on der Form qAfl^)* P&her können wir die Formel (261) für 
die longitndinale und transversale Hasse anwenden: 
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Die Abhängigkeit beider Massen von der Geschwindigkeit ist somit 
eine gaiiz andere wie bei der adiabatisch-isopieistischen Dynamik 
(282). Nur im. Grenzfallo q = 0 verschwindet der Unterschied 
zwischen beiden Arten der Beschleunigung, denn dann ist uacli 
(343) und (345) in Übereinstimmung mit (303) die Eubmasse 

«• = 1^ jo* = {E^ + F«). 
Ferner ist nach (349) 

vergrößert die Bescblennigang die Geschwindigkeit, ist also 

d S 

(qq) !> 0, 80 ist auch ^>-0, und es muß eine Wärmemenge 

zugeleitet werden, die pro Zeiteinheit den Betrag 

bat. Um die Tendenz zur Temperaturerniedrigung zu 
überwinden, die nach § 34 mit der Gescbwindigkeits- 
vergrölSerunf»' verbunden ist, muH bei der isotberm-iso- ' 
cboren Beschleunigung W&rme zugeführt werden. Die 
gesamte bei einer Beschleoniguäg TOn der fiube bis zur Geschwin- 
digkeit g notwendige Wärme ist: 

Der Druck steigt nut der Gesehwiadigkeit, da 

{dp\ 4ac* ^^ (qq) 

im Vorzeichen mit (q q) übereinstimmt. 

Ebenso leicht kann man nach (349) die adiabatisch-iaochore 
luul ciie isothcrni-iaüpieistische Dynaniik aufstellen. Man bat nur 
g, ($, V bzw. q, 1\ j) als unabliängige Variable einzuführen. 
Qualitativ lassen sich diese Ergebnisse auf beliebige Körper über- 
tragen. 
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d) Historisohe Bemerkungen. Die Gleichangen (349) 
enthalten in gewisser Beziehung auch eine Kontrolle unserer Be- 
trachtungen. Die in ihnen enthaltene Dynamik der Hohlraum- 
Strahlung laJSt sich nämlich, wie der zu früh verstorhene K. von 

Holen goil in seiner Dissertation gezeigt hat, aus der Elektro- 
dynamik des Vakuums auch ohne explizite Benutzung des Bela- 
tivitätsprinzips ableiten. Diese Arheit spielt deswegen eine Bolle 

in der Geschichte der Wissenschaft, weil Planck zur Begründung 
der hier vorgetragenen Dynamik der bewegten Körper einen 
dynamisch völlig bekannten Probekörper brauchte; er konnte auf 
Grund der Mosen geilscheu Dissertation dazu die Hohlraum- 
strahlung benutzen. 

§86. Hydrodynftiiiik. 

a) Einleitende Bemerkungen. In den §§ 26 bis 34 
haben wir alle dynamischen und thermodynamischen Grundlagen 
für die Elastizitätstheorie vollständig kennen gelernt. Wir 
brauchten nur noch zu untersuchen, wie in der Relativitätstheorie 
die Deformation eines Massenteilchens zu definieren und zu trans- 
formieren ist, und welcher Zusammenhang zwischen ihr und den 
Spannungen besteht. Dies Problem ißt vor kurzem von Her glotz*) 
vollständig gelöst worden. 

In § 34 und 35 haben vir nun die TTnterBcliiede kennen 
gelernt^ welehe die Dynamik je nach ihren Nebenbedingungen zeigt« 
So irird sich auch hier die adiabatisdie Dynamik» bei welebw die 
Veränderongen so ecbnell vor tieb gehend daß die Winneleitung 
die auftretenden Temperaturdxflerenzen nicht mehr ausgleichtt 
veeentHcb nnterscb^den Ton der ieotbermen Dynamik, welche 
für alle Btatiachen FiÜle und sehr langsame Yerftndernngen gilt. 
FreoDüeh kennt schon die klassische EUstizit&tstbeorie diesen 
ünterecbied. Die Zustandsgleiebnng der Körper bedingt es, daß 
der Znsanmienhang sswieohen Deformation und Spannung im 
adiabatasoben Fall ein anderer ist als im isothermen. Die Masti- 
sitiUfikoeffiaenten haben in beiden Fällen Terschiedene Werte, 
wie ja der historische Unterschied zwischen dem wahren Werte 
der Schallgeschwindigkeit und dem von Newton berechneten zeigte 
In der Eelativitätstheorie ist die Durchführung des isothermen 
Falles aber noch insofern erschwert, als nach dem Satz von der 
Tr&gheit der Energie (XXV) der W&rmestrom einen Impuls besitzt» 
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welcher in der Impulsgleichuug mit berücksichtigt wcffdem muB; 
80 geht in diese das Wärmelmtminögen «n* Nur für atatiflehe 
Probleme l&Ut diese Komplikation fort 

Yfir beeehräoken uns der Einf aohliflit halber im folgenden 
auf den adiabatischen Fall und anf Körper, bei welchen vir als 
einadg möglichen Spannnngsanistand einen allseitig gleichen Dmck 
sn herttcksichtigen haben. Dies trifit zu fftr reihungafreie flüssige 
und gasförmige Körper; diese setzen einer Formyer&nderang bei 
konstantem Volnmen keinen Widerstand entgegen und sprechen 
nur anf VolumenTer&nderung mit einer DmokTeränderong an. 
Bieser Teil der Elastizit&tslehre ist, abgesehen YOn der Herglo ti- 
schen Arbeit» gleichzeitig in der Dissertation von Lamla*) behandelt 
worden* 

h) Die Kontiiiuitätsgleicliung. Eine gewisse Schwierig- 
keit liegt in der Frage, durch welche Konstante man ein bestimmtes 
Flüssigkeitsteilchen charakterisieren solL In der klassischen 
Theorie dient dazu seine Kasse. Von einer Bnhmasse können Inr 
nadi § 30, a) in diesem Falle zwar reden [was nach § 28, d) im 
allgemeinen nicht möglich ist], aber auch diese ist bei Energie- 
znfohr und Drnckschwanknngen nach Gleichung (303) Terander- 
lich. Erst, wenn wir sie anf einen bestimmten inneren Zustand 
heziehen, wird sie eine Konstante. Nun h&ngt in unserem Falle 
der innere Zustand nur Ton einer Variablen ab, etwa dem Dmck; 
denn die Entropie jedes Teilchens soU ja nach Voraussetzung 
erhalten bleiben. Bestimmen wir den Normalzustand durch den 
Kormaldruck pn» so können wir die Normalrnhmasse 

i„,=,i£i±^ (860) 

als die g-esuchte Konstante für ein unendlich kleines Teilchen (des- 
halb das Ö) betrachten. Im Auschluli hieran definieren wir die Dichte 

als den Quotienten aus der Normalruhmasse und dem Volumen 
öVt letzteres bezogen auf ein heliebiges System JT. Legt man 
hingegen das Buhsystem iC^ zugrunde, so gelangt man zur Buh« 
dichte . 

*^ — JT? — W — c — ^ * ^ • " (^^2) 
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Dies« ist stets eine Funktion des Druckes p allein. Die Konstanz 
der Normalnümiasse führt unmittelbar zu der Gleichung (vgl. q 

jy £1^12 ^ ^ (?/v(&q) = 0 . . . (363) 

"Wir iMzadmen sie nach ihrem Analogon in d«r UatBischen 
Hydrodynamik und in der Elektrodynamik [ygh §6, Glaidi.(S8)] 
als Kontinnit&tBgreiohung. 

Nach (361) ist die Dichte i analoge zur elektrischen Dlohto 
der Qaotiont aus einer Invariante der Lorentz-Trantformation 
und einem materiellen Volumenelement. Daher kann man analog 
zum elektrischen Yiererstrom P [vgL (135)] hier einen Vektor 
M = k^Y mit den Komponenten 

3t. = i^. M, = M. = ^i, M, = ik. . (354) 

all Vier er ström definieren. Die Kontinuitatsgleichung lautet 
analog au (lila) [ygh (116)]: 

Dw3f ssr Ä<»IWfirH-(r, rp«ÄÄ:0) = 0. . (354a) 

c) Die Inipulsgleichung. Um die Lagrangeschen Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik in die Relativitätstheorie zu über- 
tragen, knüpfen wir an die Gleichung (299) an. Sie vereinfacht 
sich sogleich dadurch, daß der Tensor t liier die Komponenten 

tm» tj/y = tss ^= JPi tffg = tg» = tmff = 0| 

ha^ somit nach v^* , 

biü ^ = grad p 

(wir unierdTfiekeii hier den Index nm an der nichtmechanischen 

isLrait g), Ersetzen wir nun ^ nach ^ durch ^^-^^2, dV 

nach (31) durch dF«l^=^ und gÖF. nach (XXVIUd) durch 
q — - r -t »0 finden wir: 

Hier sind nun die Energie Ö = TF^dF^, die Ruhdichte 7t'*, 
sowie das Huhvolumeu ÖV^ als Funktionen der Zustaudävariablen 
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zu bestimmen. Dazu dient die Forderung, daC die Eutropie SS 
des Teilchens erh dten bleiben soll. Da sie nach XiX eiue in- 
variaute der Trausiormation ist, so ist: 

Seist mau diesen Ausdniok gleich Noll, so folgt: 



Dabei ist 



[dp 



(356) 

die für die adiabati&cbe Kompresailnlit&t charakteristisch« Zu- 
standsfonktion der Flüssigknt. Durch Integration folgt weiter: 

die Konstaute bestimmt sich, indem man diese Gleichung auf 
den Normalzustand anwendet, aus dem Verschwinden von F im 
Normal/, astand und nach (350) zu c^dm». Also ist in einem 
beliebigen Zustand: 

^(ajBo+l»dn=r«iw«(l + |) . . • . (3Ö6> 

Da ferner nach der Definition von F 

ist, so lautet die Orundgl^ichung in der Lagrangesehen 
Form: 



wo 



die auf die Einheit der Normalruhmasse bezogene nichtmecha- 
nische Kraft, ^ ( 1- + ~) auf diesel))e Einheit bezogene 
Impuls ist. 

d) Die En erpjiegleichun er. Die Form der Grundgleichung- 
(357) legt nahe, sie zu einer Gleichung zwischen Yierervektoren 
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auszugestalten. Da P als i iml tion von p ebenso wie p selbst 
£nadi (296)] eia vierdimengionaier »Skalar ist, so kommt man dabei 

dareh XSnfAhrang d«r Eig«nzeit ät sss 4i ^^ Badi (62), 

der Vierergeschwindigkeifc Y nacb (83) und der Minkowskiscben 
Kraft K nach (273) zu der Formel: 

^{«»h.(i + ^)r}+^r(?«»i) = r. . .(869) 

welcbe l«bfa«ft an Gleichung (XXVI) erinnert» Dies» muß lür 
alle Komponenten der auftretenden Vierer Vektoren gelten, weil 
sie nach (357) für die räumlichen Komponenten in jedem belie- 
bigen Bezugssystem richtig ist. In Anwendung auf die zeitartigen 
Komponenten muß sie aber das Energieprinzip euUialten. Da nun 

ist» 80 schließen ^3 

daraas nach (356) und (31) weiter: 

Si\ yc«- g* / - ^ ^ d# + ^^^^^ 

und schließlich, da nach (^r) und (297) 

^ = |f + (»,^,). iagip = ,£+,K 

ist: 

^=-l>-^+Cq.^-öT^'-«^«i») • . .(360) 

Die Energie des Teilchens wichst also einmal infolge der Kom- 
pressionsarbeit, sodann aber infolge der Leistung der Kraft St 
nnd der von dem DmckgefftUe herrührenden Kraft 9 Vgraä p). 
Die Arbeit der relatlTen Spannungen J(qt„)(itf, welche in (301) 

auftritt, ist hier in den beiden Gliedern mit jp enthalten. 

e) Die Webersche Form der Grundgleiohangen. Die 
ZeitdifferenfSation ~ in (857) bedentet, daß die Yer&nderung des 
ImpulsYektors für ein bestimmtes Flüssigkeitsteilchen berechnet 
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werden soll. Untersclieiden wir die Teilchen voneinander, indem 
wir jedem drei Parameter it tj, t zuschreiben, so ist diese Diffe- 
rentiation bei kou^tantom ^, iy, ^ auszuführen. Wir wollen im 
folcrenden ^, 7}, ^ stets als die Koordiniiten de« Teilchens für eine 
beliebig gewählte Anfangszeit /q*) betrachten; an sich wöro es 
möglich, beliebige Funktionen dieser Anfangskoordinaten an deren 
Stelle zu setzen. Das hydrodynamische Problem besteht nun 
darin, die Koordinaten x, y, z ala Funktionen von f, 17, t, und < 
zu bestimmen, desgleichen auch den Druck p und die Zustandst 
funktion P. 

Die Determinante D aus den bei konstantem / zu bildenden 
Differentialqnotienten ^ usw. bat nach dem bekannten 

Satzd 



der Integralrechnung (die Integrale erstrecken sich über unendUch 
kleine, einander entsprechende Gebiete) die Bedeutung des Quo- 
tienten aus dem Volumen 8Y zur Zeit t und dem Auf angsvolnmen. 
Die Kontinuitatflgleichiing (353) kann man infolgedessen aach 
Bohreiben : 

Die bei konstantem |, i}» ^ gebildeten DilEerentialquotienten 
Jt ' (if ' H Komponenten der Gesebwindigkeit Wird 

t = <o» 80 wird wegen = y = i^, ver = ^ 

dx__dy^ 1 ^ d£ dz dx dx äy ^ 

äi " än~ dC ^ * ~ d^ ~ rfl ~ df "~ ä| 



Nacb (857) Ist 

d / d:r\ , Yc^ — g* dP , 

dir d*y+^^^ — 1" 



*) Die Anfangflzeit ist nieht fervecheeln mit der Zeit 
für daa Bnkesjatem 
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wo zur Abkürzung p 

gewtzt ist» TJm die hier auftretenden Differentialqnotienten nach 
jft 0 dnreh solche nach |, rj, t ^vl ersetzen, mnlÜplisleren wir 

diese Gleichungen der Eeihe nach mit , und addierep 

arhalten wir anf dieeem Wege: 

dtV' ätJ d l ^dtV dt) dl ^<j«V dt) dS 

^ e dl ^ ri* ^ »*d« «'dl 
Addieren wir hierzn die Identität: 

*\dtäldt^di TFSi^ di dldt) 

a dl iKdtJ "*"Vd«/ '^KdtJi ~ 2 dl ' 
80 folgt wmter in Bücksieht anf die Definition (361) yon y.: 

Bi der klaa^schen Hydrodynamik spielt der Fall die Haupt- 
rolle, daß die (dort auf die Masseneinheit bezogene) Kraft f von 
Oravitationswirknngen herrührt, somit ein Potential besitat. Ob 
man in der BeLativitAtstheorie eine Gravitationskraft f als Poten- 
tialvektor darstellen kann, und ob es überhaupt Kr&fte gibt, bei 
welchen dies möglieh ist, lassen wir dahingestellt» Wir setzen 
jedenfalls hier: 

^z=z^graä<p, also f.^ + f, ^ + f. ^| = -|f . 

Ist dies nicht zulässig , bo bleibt das Folgende doch fär Elüssig- 
keitsbewegungen ohne äußere Kräfte (f = 0) riddtig. 
Führen wir dann noch die Funktion 

% (i, 1?, ^. 0 = J (9 + «(c* - a*)) dt 
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ein (die Integration ist bei konstantem i» fj» t auszuführen) , so 
folgt aus (362): 

und daraus sowie den analogen Gleichungen für 1] und ^ durch 
Integration nach t unter Berücksichtigung der angegehenen Werte 

von ^ usw. Sur Zeit ^: 



/ da; , «iy I dz\ dy 

/ dx , f?T^ , dz\ dy 



(363) 



dl } 

f)DieHolTYiVioltzschen Wirb eis ätze. Aus diesen Weber- 
Bohen Grimdglt it Illingen lassen sich leicht die Ilelmholtzscheu 
Wirbekatzo al leiten, und zwar auf demselben Wege, wie in der 
älteren Theuriü, so daß wir uns aufs engste an die von H. Weber-'^ 
selbst gegebene Darstellung anschließen können. 

Multiplizieren wir dioso Gleichungen der Reihe nach mit d^, 
dvii d^f so folgt bei Addition, da bei konstanter Zeit 

%{S\xdx + qydy + (\,dz) = Xo(q^(ii + %^dri + qg^dQ — dj^ 

ds ist das Linienelement mit den Projektionen dx^ dy, de, dSQ hat 
die Projektionen d^, drjj d^. 

Integrieren wir hier über alle Flüssigkeitsteilchen, welche 
in einer geschloeaenen linie lieg«! — tun sie dies anfangs, so 
tun sie es wegen der BÜllsoliweigend ToraoBgesetzten Stetigkeit 
der Bewegung gtets — so finden wir: 

x(|«da = Jxoqgfdso • • (364) 

O 

Das Intesfral mit dx verschwindet wegen der Eindeutigkeit der 
Funktion x* ^ach dem Stokes sehen Satz folgt daraus: 

jrcinl^ti^d^ = jna (y^i^)d6Q .... (366) 
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das Integral liuks erstreckt über irgend eine von den genannten 
Teilchen berandet matericllo i lache ö, und das Integral rechts 
er&trecki über die gleiche materielle Fläche, nur mit dem UnUr- 
schiede, daß das erste Integral sich auf die Zeit t, das zweite auf 
to bezieht Nennt manjain solches Integral das Wirbelmoment 
der Fläche, so entliilt*(365) dea «icliti|[«i Sais: Das Wirbel- 
moment einer beliebigen, aus FlüSBigkeiisieilcbeji 
gebildeten Fläche bleibt im Verlaufe der Bewegung un- 
geändert* 

Als Wirbellinie wird man analog sor älteren Theorie eine 
maiwielle Linie bezeichnen, deren Element <ls in jedem Punkte 
die Bichtung von ro<(«q) hat. Ist das materielle Fläbhenelement 
äif lur Zeit aus Wirbellinien gebildet, so ist ra(|»()(o<|o) = 0. 
Gleichung (865) zngt, dafi dann auch für eine belieluge spätere 
2eit ro^(xq) = 0 ist, 'daß es also auch dann aus Wtrbellinien 
besteht. Dieser Sate überträgt sieb ohne weiteres auf Flächen 
Ton endlicher Ausdehnung. Wendet man ihn auf einen unendlich 
schmalen Streifen längs einer Wirbellinie an, so kann man daraus 
schließen: Die Flüssigkeitsteilchen, welche anfangs auf 
einer Wirbellinie liegen, bleiben im Verlaufe der Be- 
wegung stets auf einer Wirbellinie. 

Im Gegensatz zu der soeben gemachten Annahme wählen wir 
die Integrationsfläche 6 in (365) jetzt so, daß die Wirbellinien sie 
schneiden. Die Gesamtheit aller sie schneidenden WirbelUnien 
bildet einen Wirbel faden; sie selbst ist ein Querschnitt dieses 
Fadens« Aus der Identität divrot(x(\) = 0 folgt durch Integration 
über das von zwei beliebigen Querschnitten begrenzte Yolumeu 
des Badens nach dem Gauß sehen Satz: 

0 = J div rot = — J rdn d^, 

daß das Wirbelmoment für beide Querschnitte im gleichen Aiicren- 
blick denselben Wert hat. Es verschwindet nämlich in dem Flächen- 
integral der Auteil der Fadenoberüäche , weil an dieser rotn(xc\) 
= 0 ist. Ein Wirbelfaden kann somit im Inneren der 
Flüssigkeit nicht aufhören; er endic»t entweder au ihrer 
Oberfläche oder läuft in sich zurück. 

Diese drei Sätze lassen sich folcjendennaßen zusammenfassen: 
Die Flüssigkeitsmasse, die am Anfang einen Wirbel- 
faden erfüllt, bildet auch im Verlaufe der Bewegung 
L*tt«, B«1»tiTiflMtp«lull^ t.A«fl. 17 
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stets einen Wirbelf aden; dessen Moment ist sowohl längs 
■einer Ausdehnung als auch zeitlich unveränderlich. 
Eine wirhelfreie Bewegung bleibt stets wirbelfrei. 

Von den klassisdiai H elmholt s sehen S&taten unterscheidet 
sich dies nur in der Definition des Wirbels. Bei Heimholte 
war vom Wirbel der Geschwindigkeit q die Bede» d. h. vom Wirbiel 
des auf die ICasseneinheit bezogenen Impulses, hier handelt es sich 
um den Wirbel des Vektors «q, d. h. des auf die Einheit der 
Normalruhmasse bezogenen Impulses [siehe (357) und (361)]. 
Der Beobachtung enlatieht sieh dieser Unterschied natürlich toU- 
kommen. 

In der klasnschen Theorie «ntersehmdet man transTersale 
und longitudinale Wellen, da eine geometrische, nicht nur für ebene 
Wellen geltende Definition nicht möglich ist, danach, da£ für jene 
die Divergenz, für diese dieEotation der Geschwindigkeit q Null ist. 
In transversalen Wellen schreiten somit Wirbelbewegungen durch 
den Körper fort. Hier würde man zweckmIÜig dimer Definition 
statt der Geschwindigkeit den Vektor xq zugrunde legen. Aus 
den Wirbels&tzen folgt dann, daß Wirbelbewegungen 
und somit transversale Weilen sich in Flüssigkeiten 
nicht fortpflanzen. 

' g) Die Enlersohe Form der Grnndgleichnngen. Sollen 
statt der An&ngskoordinaten St t eines Teilchens die Koor- 
dinaten eines Banmpunktes als nnabhängige Variable neben 
I in die Grandglelchiingen eingeführt werden, so könnte man eine 
fthnliehe Betrachtung wie unter o) an die Gleichung (298) an- 
knüpfen. Die absoluten Spannungen p müßte man dazu aus den 
bekannten elastischen Spannungen t nach (292) berechnen und 
die Impulsdichte g nach (XXVIIIc) und (356) durch die Zosiands- 
funktion P ausdrücken. 

Kechnerisch einfacher aber ist, die Überlegung an (359) an- 
zuschließen. Denn für eine beliebige Funktion der Weltpunkte 
gilt die Identität [vgl 83)]: 

d ^ ^ t ^ ^ i ^ M 

dr 5« d» 5y d» ' 37 ST ' dr j 
So findet man aus (369) nach (352) und (355) unmittelbar; 
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+ ir,««.P=^-^^ (867) 

Dabei ist 

xo = 1+-^ = «1^1=S? (368) 

ein vierdimensionaler Skalar; es ist nach (361) der Wert TOh x 
für g = 0. Der Lnpulssata lautet infolgedessen in der Enler- 
sohen Form*)* 

h) Ebene Wellen. Es läßt sich aus diesen Differential- 
gleichungen leicht 7,eigen , nnd es ist ja nach § 27, d) selbstver- 
ständlich, daß als Annäherung für clie Ausbreitung beliebiger 
Störungen, wenn nur die Verschiebungen aus dem Gleichgewicht 
und dnmit auch die Geschwindiglceifijn stets klein sind, genau 
dasselbe gilt wie m der alten Thoüi ie. Zum Zwecke der Uber- 
leitung ZU der Flüssigkeit geringster Zusammendrückbarkeit 



*) Bine irixlElieh xatickudle Behieilnreiie der bydrodynemisdieii 
GldeliitDf(en läßt sich nur so endden, dofi man für den ttn87inmetrisolie& 
Tensor mit den Komponenten 

d%m dV« d%» 

dx dy dz 

d%y dlly 

dx dy dt 
d%M d%, da, 
dx dij de 

eine Bezeichnung einführt, und ebeiiso für sein Analogon in vier 
Dimenaionen. Dsnn in (867) nnd (869), «ber aneh in den Torluirgelien* 
den Gleiehvagen , treten die Yektorprodokte idoher TenK>ren mit den 

Vektoren (\ und Y auf. Nur um die Einftihrnno^ gar zu vieler neuer 
Bezeichnungen zu vermeiden, knüpfen wir an die hisher übliche f'onn 
der Gleichungen an* 

17* 
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müssen wir dennoch longitudinale ebene Wellen besonders be* 
bandeln. Wir legen dabei die gemdnsame Bicbtnng der Fort- 
pflanzung und der Gescbwindigkeit parallel aar «-Acbse und 
setzen voraus, daß Geacbwindigkeit und Bubdidite und damit 
alle anderen von der letzteren abhängigen Zustandsgröfien Funk- 
tionen eines einzigen Parameters ^ sind, der seinerseits natjlrlieh 
von X und i abhängt; hinterher kdnnen wir für auch irgend 
eine ZuständsgrdJIe, S.B. die Geschwindigkeit setzen. Daß die 
Einsehr&nkung, welehe in dieser Annahme Hegt, keinen "V^der- 
spracli gegen die Gmndgleiehangen enthalt, zmgen die Düteren- 
tialgMchimgen» auf die wir geführt werden; dieae reiehen gerade 
hin, um die Geschwindigkeit q« und die Buhdichte Ifi als Funk- 
tionen von iß und i zu bestammen. Äußere ^afto sollen nicht vor- 
handen sein. 

Die beiden IHlIerentialgleicbungen zur Bestinimung der un- 
bduumten Funktionen q und Ifi erhält man aus der Kontinuitäts- 
gleiehung (353) und der ersten der Gleichungen (369); die beiden 
anderen Gleichungen (369) sind wegen 

c^ ^ ^ A 

% = 'l' = 0'd^ = 57 = ^ 
identisch erfüllt. Da 

"St^d^H* dt dt^ öt* dx d^'Sx* dx 'dn> dx 

und 9^ nach (368) wie P.^e Funktion von Ifi ist, folgt aus 
(363) und (363): 

Femer findet man aus (369) nach (368); 

Durch Multiplikation und Division beider Gleichungen. findet man: 
= <" {^zr^J . i h. « = ±c^ . . (370) 
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wo zur Abkürzung 

gesetzt ist C ist eine naeb der Znstandsgleiobung bekannte 
Funktion von ik^, |a| ist die FortpfUmzungsgesehwuidigkeit der 
WeUe, da aus , . 

dx/dt = a folgt; sie wird, da C und vom Zustand abhängt, 
nach (370) im allgemeinen für verschiedene Teile der WeUe ver- 
flchieden sein. Gleichung (371) gibt den Zusammeuhaug zwischen 
und an; drückt man dementsprechend C als Funktion von 
aus und wählt man i/; = , so wird aus (37Ü) eine partielle 
DifferentialgleichuDg für allein: 

^(«±C(,.) + ^^c(Ce±(i.) = 0 .... (878) 

Eine einfachere Form nimmt diese für eine unen<^Hnh kleine Stö- 
rung an. Dann kan?i mfin nämlich die in quadratischen Glieder 
streichen und der Funkt i ui C den Wert geben, welcher dem 
ungestörten Zustande entspricht Nach 

ist aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit [vgl. (372), (368) und 
(3ÖÖ)]; 



dP 




(374) 




Sie unterscheidet sich nur ganz unmerklich Ton dem Werte 
der alten Theorie. 

§ 37. FifittBigkeiteii geringster Zusammendriiekba^keit. 

a) Die Zustandsgleicbung. Aua Formel (374) in § 36 
sieht man, daß die WeUengeschivindigkeit \a\ wachst, wenn die 
Zusaxumendrückbarkeit 

_ J_ §11 _ 1 dl* 
Y* dp ^ dp 
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[vgl. (352)] abnimmt (es handelt sich hier natürlich um die adia- 
batischa ZuBammeudriiekbarkeit, die Differentiatioiiflii in der letzten 
Gleichung sind bei konstanter Entropie vorzunehmen). Soweit 
reicht die Übereinstimmung mit der alten Theorie. Während man 
aber in dieser die Idee einer un zusammendrückbaren Flüssigkeit 
fassen konnte, für welche dp/dk und damit die Wellengesch windig» 
keit unendlich groß ist, würde hier eine solche Annahme dem in 
§ 7 abjxeleiteten Satze widerspreclieu , daß keine physikalische 
Wirkung mit mehr als Lichtt^eschwindigkeit fortschreiten 
kann. Nun zeigt die streng gültige (jileichuug (370), daß für 
C = 1 [a| =3 (7 wird, und da 

da = <^ {e+Cq^y^ ^ 

ist, daß \a\ kleiner oder grdlSer als e ist, je nacbdem 0 Heiner 
oder grdJier als 1 ist Die größten naeb dem Belativitätsptinap 
möglicben Werte sind |aj = e, also 0 = 1, d* h. nacb (372) 
oder (374): 

y dP _ 1 dp 

Eine nrizusanimendrückbare Flüssigkeit (dlc^/dp 0) 
kann es somit in der Relativitätstheorie nicht gehen, 
und zwar aus demselben Grunde, aus welchem wir [§ 27, a)j 
das Dasein eines starren Körpers leugnen mußten. 

Ein besonderes Interesse hat nun der Grenzfall 0=1. Durch 
Integration folgt ans der letzten Beziehung, wenn man in ihr das 
Gkiohbeitszeichen gelten l&flt unter Berüiüchtigung, daß in dem 
durch den Index n gekennzeichneten N<»inalzn8tande nach (356) 

[7gL (368) und (363)] und weiter 



dp _ , _ k^'-^k;;* 



(376) 



Die Formeln (375) und (376) enthalten die Gleichung der 
Adiabate für eine Flüssigkeit geringster Zuzammen- 
dr ückharkeit. Die scheinbare Abhängigkeit von dem auf der 
Adiabate willkürlich gew&blten Normalzustand verschwindet^ wenn 
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man nacli (356) und (350) (aber unter ForÜassung des auf die 
unendlich kleine Substanzmenge liindeatenden d) - 



setzt Denn dann ergibt eioli nach (375) und (352) die Formel: 
(£« +jpF«) = (£S + jJwFi) Fi. 

Dies Ledeutet, (laß (E^ +1>F^°) F® längs einer Adiabate konstant 
mithin eine Funktion der Entropie allein ist: 

(^ +pV9)V0 = (£j yo) Vi = /(S) . . . (377) 

die Form der Funktion / bleibt unbestimmt. 

Fragt man weiter nach der Zustandsgieichung in der „kanoni' 
sehen" Form S = S(E, F), aus welcher sich bekanntlich sowohl 
die Beziehung zwischen p, V, T als die Abhängigkeit der Energie 
Yoni Zustand ableiten läßt, so hat man aus (376) und (377) nach 
(350) und (352) abzuleiten: 

2F** 2F^" 

Da aber der Zustand p, V mit dem Normalzustand pn, T'n nichts 
weiter zu tun hat, als daß beide auf derselben Adiabate liegen,* 
80 folgt daiaua; 

wo g (S) eine zweite willkürliche Funktion von S ist. Dies ergibt, 
in (,377) eingesetzt: 

^^-^H-i^(S)F<»=: 0 (378) 

Umgekehrt kann man, da j» — — (?F^/5^^^ "^^^ """^ 
dS = ^E^-'rP^^ ergibt), aus der letzten Gleichung die vorletzte 

und damit zugleich (376) und (377) zurückerhalten. 

Die beiden Funktionen f und ff aber lassen, sich weder aus 
der Forderung der geringsten Zusammendr&ekbarkeit, noch aus 
aUgemdnoi thermodynamisehen Grundsätzen naher bestimmen. Es 
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Bind somit unendlich viele verschiedene FlüfiBigkeiten geringster 
Zusammendrückb&rkeit denkbar 

Die ZasammendrückBarkeit ist nadi (376) = ^rp' 

also von der Grdltonordniuig 10"*^ ^ oder 10"" ^« Für 

Wasser ist die Znsammendrückbarkeit 6 . 10~', für QuecksQber 
en* 

3,9. 10~* • Man sieht an diesen Zalikn, daß man in all 

den i'ällen , m welchen man nach der alten Theorie derartiL^e 
Flüssigkeiten als nicht zusammendrückbar ansah, jetzt an ihrer 
Stelle eine Flüssigkeit kleinster Zusammen rlrüclvharkeit behandeln 
kann. Für Weilenvorgäng'e ist dirs freilicli nie der Fall; be- 
l<;uiiitlich zählt die Schall^e^( bwindigkeil hocListens nach einigen 
Kilometern pro Sekunde, kommt also auch nicht annähernd an 
die Lichtgeschwindigkeit heran. 

b) Die Qrundgleichung. Die allgemeine Grondgleichang» 
welche wir in verschiedenen Formen in § 86 kennen gelernt haben^ 
vereinfacht sich bei Einführung des Zusammenhanges (376) oder 
(376) erheblich. Wir knüpfen an Formel (367) an. Da nach (375) 

80 wird aus fieser Formel in Bttcksicht auf (866): 

(« = y» i), 

oder yektoriell geschrieben naohErweitemng mit der Konstanten JcJii 

•) Setzt man z. B. : A 

• Ä = U {log £!• + log K). 

so wird: ac — 

r'= -gy-f pr' = si'. 

Man kommt so zu einem idealen Gaue von der spezifischen 
Wfirme (bezogen auf das Mol.) = JR. M ist dabei die OaskoEstante« 



Digitized by Google 



— 265 — 

oder naob scUiefflicih dareh Subtraktion der mit T moltiplisierten 
Kontinuit&tsgleichiuig (354 a): 

Die 80 gewonnene Formel enthält nicht nur den Energie- und 
Inipulssatz, souderu auch die zur Ableitung benutzte Koutiuuitäts- 
gleicbung; denn multiplizieren wir sie skalar mit IT, so geht sie 

wegen = — 1, (x^-) = = 0 [nacb (84)J und (J^ = 0 

[naob (287)] in der Form (354a) vieder bervor. Sie entbilt die vier 
I^erentialgladiinngen, welcbe zur Bestimmung der vier yon ein- 
ander unabbangigen Funktionen 7^, Ty, 7]i(Jiistwegen 7*=-* 1 
Funktion von diesen dreien) und 1^ ndtig nnd. 

Um sie auf die vier Komponenten anzuwenden, drücken irir 

xontebst den Vektor — TIHvY dureb die Geeebwindig- 

knt q aus; wir finden nach (83) und (52): 

J_ dY* ^1 dYx 1 /dfor _j_ cqr «^^^ 

c dt ~" y^CI^ dt '~ c*-q*\dt c*-n*^ dt) 

e dr y^^^ dt fl«)* ^ dt 

Also ist nacb m 

und an* (879) folft [TgI.(S73)]: 

*• (|3 _ , di„ ,) + (c« _ a») ^ *• = liliu! « 

An diese Gleichungen lassen sich alle folgenden Betrachtungen 
anknüpfen. 

d 

c) Stationäre, kräftefreie Bewegung. Ist ^ = 0 und 
=s 0, 80 folgt aus (380) und «; 



(380) 
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div q — 0 

Der ersten dieser Gleichungen genügt der Ansatz: 

q =~ prod^ (381) 

wo #r {Tt$,g) eine skalare Potentialfanktion ist» wenn diese der 

^.(- = 0 (382} 

gehorcht. Aus den anderen drei Gleichungen folgt dann: 

dx «*— 4* \dx dx* ' dy 'T dx dxdt) 

ako: 

iö^ jfco = i % (c2 — -|- c<w5<, = consl yc» — 2*, 
oder, wenn wir deaBuheziutand ^ =s: 0 alsNormakiMtand wählen: 



*» = *iii — 2- (383) 

und daraus nach (876): 

J>-|»n = -i3«« (384) 

Diese Beoiehiing Btimmt mit der entspredienden in der älteren 

Hydrodynamik überein. Da ans (383), (375) und (352) 

= X = 1 (305) 

folgt, so bleibt die Dichte Ii unverändert dieselbe wie in der Ruhe; 
und es ist nach (381) nicht nur rot c\ = 0, sondern auch 
rof(xa) =r 0, d. h. nach § 36, f): Die hier untersuchte Be- 
wegung ist Wirbel fr ei. 

Grenst die iiUüssigkeit an einen ruhenden Körper, so ist 

<^i = — ^ = 0 (386) 

die Grenzbedingung. Aus (382) und (38G) bestimmt aber die alte 
Theorie die stationäre Bewegung einer unzusammendrückbaren 
Flüssigkeit und aus (384) die zugehörige Druck Verteilung. Alle 
Resultate der klassischen Hydrodynamik über statio- 
näre, wirbelfreie Bewegungen in unzusammendrückbaren 
Flüssigkeiten lassen sich somit auf die Flüssigkeiten 
geringster Zusammendrückbarkeit übertragen. 
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Bei Lösung solclier Probleme kann es freilich zunäclist vor- 
kommen, daß grAtl il) unendlich groß wird. Unendlich große 
Geschwindigkeiten gibt es aber in der Eelativitätstheorie nicht, 
Titid auch die alte Theorie mußte sie in diesem Falle wegen der 
üleichuufT (384) für unmöglich erklären, da keine Substanz einen 
unendlich groUen Zug vprträcrt. oime zu zerreißen. Dieser Fall 
tritt z. B. ein, wenn mnw in dem in § 18 behandelten zweidimen- 
pionalen Potentialprobiem die Funktion als das Potential der 
Geschwindigkeit nimmt und die Strömung als durch die beiden 
in Fig. 13 stark gezeichneten Halbebenen begrenzt denkt. Den 
Gleichungen (3Ö2) und (386) ist dann freilich genügt; aber an 

dea Kanten (a; = — ^ ^ ^^^^ ist die Geschwindigkeit 

« — r \dx) ^\öy) — [ \dx + ' öxJ \öx ' dx) 

\dx\ \du\ 

nach (196) unendlich groß. Nur wenn man eine andere der Strom- 
linien (p = const als Begrenzung der Flüssigkeit nimmt, wird 
dieser singulare Punkt vermieden. 

In solchen Fällen bildet sich nun eine Unstetigkeitsfläche aus, 
welche den strömenden Teil der Flüssigkeit von oinom ruhenden 
Teile trennt. Für sie gelten als Grenzbedingungeu einmal Glei- 
chung (386), sodann die Forderung, daß in jedem ihrer Punkte 
der Druck diesseits und jenseits derselbe ist. In der ruhenden 
Flüssigkeit ist aber der Druck konstant , in der bewegten muß 
eondt Iftngs dieser Grenze ebenfaUi der Bruck, und damit nack 
(384) auch die Geachwindigkeit konstant sein , genau nie in der 
alten Theorie. Somit lassen sioh auch die Ergeh nisse der 
klaseiackeu Hydrodynamik Uber die Bildung von Strah- 
len in unzusammendrückbaren Flüssigkeiten hier toU- 
«titifdig auf Flftssigkeiten geringster Znsammendrack- 
barkeit übertragen. 

d) Die Ausbreitung unendlich kleiner Störungen. 
Für unendlich kleine Bewegungen findet man aus (380) durch 

Unterdrückung der in ^ quadratischen Glieder , da mau dabei ^ 

nach 7t mit 4r vertauschen kann: 



Digitized by Google 



— 268 — 



rftt,, = 

(Es ist wiederum .^t = 0 i^^e^etzt) Xach der ersten dieser Glei- 
chungen ist q ein Poteutiaivektor: 

q = — 0rud i?t 

wenn 

Die zweite der obigen Gleichungen sa^t dann aber aus: 



^ c" Ot' 



Die Bewog'ung' ist vrirbelfrei, weil wegeu der iiiiendlicli kleinen 
Unterschiede zwischen und A*n aus ro^q = 0 nach (375) 

ro< (xq) = 0 folgt. Kleine Störungen des Gleich- 
gewichtes pflanzen sich sonriit als Ion gitudin ale Wellen 
Ton Lichtgeschwindigkeit fort. Und zwar können sowohl 

Kttgelwellen = —f-^^ als «bwe WeUen = f^t — |]) 

auftreten, wie überhaupt Jede Art von WeUen, die in der Akustik 
möglich istb Wegen der linearitftt der Gleichungen gilt da» 
Superpositionqprinzip. Es durchdringen eich verschiedene WelleUi^ 
ohne sich zu stören; sie geben zn den in der Akustik bekannten 
Interferenzerscheinungen Anlaß. 

e) Ebene Wellen von endlicher Amplitude. Fanden 
"wir unter d) in jeder Beziehung die einfachen Verhältnisse der 
klassischen Akustik, so werden für endliche Amplituden die Grund- 
gleichungen wesentlich Terwickdter. W'ir beschranken uns des- 
halb auf ebene Wellen , die l&ngs der o;- Achse fortschreiten. Im 
Gegensatz zu § 36, h) setzen vir aber nioht Yoraus, daß die Welle 
entweder in der positiven oder in der negativen »-Sichtung' 
fortsdireitet, sondern vir lassen diese Frage noch offen. Die 
Geschwindigkdt q ist nach § 36, f) ebenfalls parallel zur a;-Aehse 

(Sit = = 0), weil anderenfalls ro<«(3cq) = und roig{)i(^} 
— nicht NuU, die Wdle also mcht longituSinal wäre. 
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Unter diesen Umständen gehen die Grundgleichungeu (330) 
nach über in: 

1 9% 1 dk'' c« ^Q» l dk* 



e' — y* öt Ii» dx' c'—(/ öx it« ät 

Differentiiert man die erste dieser Boziebungen nach die zweite 
nach Xt 80 folgt imtar Elimination von J^i 

5i Vc«— a« die) ~ ^ 'S! \c*— a" dt J* 

oder, wenn man 

I» — 1 _ J, «^fl» 1 _ i 

setzt« \B • j\f 

Daraus folgt a))er: 

^('-f)-»(* + T) 



Da die Differentialglnehuug von der zweiten Ordnung ist und 
diese Lösung swet willkürliche Funktionen entiiilt, so ist sie die 
allgemMue Ldsung. Die Buhdichte bestimmt sich aus der Be- 
ziehung: 

Jt« dt — c»— ä* da: 2 Uic ~~ 2 ^'^ 

M wird nämlich: 



= €oti«f eVit'+«^ s= conat ]//*(< -"y) '^0 + ^)* 

Ist eine der Funktionen f oder p eine Konstante, so haben . 
wir WeUen, die in der negativen oder positiven «-Richtung in 
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nnvertoderter Form mit Idehtgesoliwindigkeit f ortsdireiteii. Dies 
hätten wir auch gefandeiit wenn wir in § 35t ^) [Oleiclinng (373)] 
C= 1 gesetstb&tten. Hier kann man leieht an der G]eidning(S87) 
ersehen, daß zwei gegeneinander fortschreitende Wellen von end- 
licher Lftnge sieh insofern nngehmdert durchdringen, als nach 
ihrer Trennung jede von ihnen dieselbe Form hat wie Tor ihrer 
Ber&hrung. Aber wahrend sie sich durchdringen, ist kdneswoga 
die resultierende Geschwindigkeit die Summe aus den conzelneiE 
Geschwindigkeiten. Es gilt hier nicht das Superpositionsprinzip. 
Wie sich aber Wellen von anderer Bichtang durchdringen, l&fit 
sich hieraus nicht entnehmen. Über einige weitere Aawendungen 
dieser Lösung weisen wir auf die schon zitierte Dissertation Ton 
Lamlai 

$98* Rfiekhlicke «nd AnBbUeke. 

TJm die Annahmen, welche in diesem Buche zugrunde gelegt 
sind, klar hervortreten zu lassen, werfen wir noch einen Eückblick 
auf sie. Wir haben in § 6 zunächst das Relativitätsprmzip an 
die Spitze gestellt, welches die Gleichwertigkeit einer dreifach un- 
endlichen Schar von Bezugssystemen für alle Naturgesetze aus- 
spricht. Aus einem hinreichend bekannten Naturgesetz (dem dee 
Lichtf ortpflanzung im leeren Räume) leiteten wir dann dieLorentz- 
Trznsfonnalion ab, welche den Übergang von einem berechtigten 
System zu allen anderen ermöglicht und zugleich die Ein stein sehe 
^nematik enthftlt (§ 7). In § Ii konnten wir dann hewMsen, 
daß die (über das Gesetz der Liehtfortpflanzung hinausgehende) 
Elektrodynamik des Vakuums durch die Lorentz-Transformation 
in sich selbst tiberführt wird. In § 15 traten als neue Annahmen 
die Sitze Ton der Erhaltung der Enerke und des Impulses hinzu, 
eng Terknüpft in Gleichung (XVI): 

In Minkowskis Elektrodynanük der bewegten ^Körper wurde 
sodann die Uazwellsche Theorie für ruhende Körper zugrunde 
gelegt; nur unwesentlich im Ansatz der ponderomotorischen Kraft 
entsprechend der Überlegung modifiziert, daß alle Kräfte sidft 
gegen die Lorentz-Transformation gleich yerhaltm müssen, und 
daß daher dem Energieatrom auch ein elektromagnetischer Impuls 
zugeordnet sein muß* Auf derselben Grundlage ließ sich auch 
die Dynamik der bewegten Körper aufbauen, doch enthielt der 
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Yemolit auf g^wisBe an Bioh mögliclie SSus&tze bei der Deutung 
der Komponenten des Weltteniors T «1b Energiestrom» Lnpnle- 
dichte hbw. eine neue Hypotheee; deren pliysikaliedie Bedeutung 

trat in dem Sats von der Tr&glieit der Energie g = zutage 

[^jlrichung (XXV)], welcher unter anderem die vollständige 
Zurückfülirung der meGhaniBohpTi Tr iL^lmii- auf die Energie und die 
Spannungau ermöglicht. lu den vier letzten Paragraphen haben 
wir Rcldießlich noch den zweiten Hauptsatz hinzugezogen. Als 
physikalische Grundlage der Relativitätstheorie können wir hiermit 
bezeichnen: das Einsteinöche Relativitätsprinzip , die Sätze von 
der Erhaltung der Energie und des Impulses, das Eutropieprinzip, 
die Maxwell sehe Elektrodynamik, sowie jene Deutung der Trägheit. 

Sodann mag auf das durch die historische Entwickelung 
nahegelegte MißverstamlTiis hingewiesen werden, die lielativitäts- 
theorie stände der Elektrodynamik näher als etwa der ilechanik. 
Wenn die Lorentz-Transformation aus der Betrachtung eines 
elektromagnetischen Vorganges abgeleitet wird, so geschieht dies 
aiieiu aus dem Grunde, daß wir zunächst mechanische Natur- 
gesetze nicht mit der erforderlichen Genauigkeit kennen, sonst 
könnten wir genau so gut ein solches dazu benutzen. Auch daß 
die Elektrizitätsmenge im Gegensatz, zur Masse die wichtige Eolle 
einer lu Varianten dieser Traiislormation spielt, weist keineswegs 
auf einen solchen Zusammenhang hin. Denkbar, wenn auch 
im Widerspruch mit der Erfahrung, wären Theorien der Elektro- • 
dynamik, die dem Belativitätsprinzip genügen und bei denen die 
Mektzimtätamenge keine Bolelie LiTariante iBt; sie brauchte daasu 
nur in einem und demselben bereohtigtein System kone durch 
Bewegung unyerändeiHcbe GröHe su Bein. TatsacbEch steht das 
Belativitatsprinzip in demselben Sinne über sllen Oebieteu der 
Physik, irie etwa das Energieprinzip, und beansprueht ebenso 
wie dies, bei allen pbysikalisehen Theoiien ein Eritmium für 
deren Zulässigk^t su enthalten. Der einaige, sufftllige TTntep- 
sobied awiBcben den beiden genannten Gebieten ist der, daß wir 
in der Elektrodynamik infolge dar außerordentlicfa gesteigerten 
Genauigkeit der ICeOmethoden diesen Nachweis fdhr4n können, in 
der Mechanik aber nicht. Seine volle Tragweite zeigt das Bela~ 
tivit&tsprinzip gwade aus diesem Grunde nicht in der Elektro- 
dynamik, sondern in der Dynamik. 
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Eng damit ▼erknftpft ist der Irrtum, daß das gemeinsame 
Verhalten aller Er&fte gegen die Lorentz -Transformation auf 
einen gemeinsamen Ursprung von ihnen hinwiese^ daß sich etwa 
alle auf elektrodynamische Kräfte surfLdEführen lassen mfÜtten. 
Die Frage, ob so etwas möglich ist, ' steht g&nsUch außerhalb 
unserer Betrachtungen. Jene Gemeinsamkeit sagt nichts anderes 
aus, als daß das Belativit&tsprinsip in allen Gebieten der Physik 
gilt; und dies müssen wir annehmen, wenn dies Prinzip mehr sein 
soll als eine manchmal nutzliche Bechnungsregel. Darubei^ hinaus- 
gehende Schlüsse ans jener Gemeinsamkeit zu ziehen, wäre so Tor- 
eilig. nls wenn man etwa aus der Allgemeingültigkeit des zuerst 
aus der Mechanik abgeleiteten Energieprinzips schließen wollte — 
wie es früher vielfach geschah — , daß alle Naturvor^änge in 
letzter Linie mechanische sind. Uberhaupt scheint die Vereinigung 
der beiden noch getrennten Gebiete der theoretischen Physik — 
Elektrodynamik und Mechanik — nicht durch Unterordnung des 
einen unter das andere erreichbar zu sein, sondern durch gleich- 
mjißip-e Unterordnung beider unter höhere Gesetze. Daß wir law 
nicht nur das Eelativitätsprinzip auf beide anwenden, sondern 
auch die Begriffe Kraft, Impuls, Spannung, Energiedichte und 
-Strömung in universelle Beziehungen zueinander setzen konnteü, 
mag immerhin als ein Schritt in dieser Richtung betrachtet werden. 

Von einem wichtigen Gebiet physikalischer Erscheinungen 
ist in diesem Buche nicht die Kede gewesen, Ucämlich von der 
Gravitation. Die Aufgabe, diese der Relativitätstheorie einzufügen, 
haben in jüngster Zeit Nordström und Mie, und unter einer 
groß angelegten Erweiterung der Relativitätstheorie Einstein 
unternommen. Auf diese Theorien gedenken wir in einem anderen 
Buche näher einzugehen. 

Da so aulierordentlich viele Größen, denen zunächst eine ab- 
solute Bedoutun;^ zuzülx innuMi scheint, in der Relativitätstheorie 
diese abstreifen müssen, so wollen wir hier noch einmal die wich- 
tigsten Invarianten derLorentz-Transformation zusammenstellen. 
Von Raum-Zeitgrößen ist dies zunächst das jJtiSd^, genommen 
über einen bestimmten Weltbereich, von physikalischen Größen 
sind es die Elektrizitätsmenge, die Entropie und die Wirkungs- 




1 
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daneben aucli, was aber von weniger allgemeiner Bedeutung ist, 
der allseitig gleiche, relative Druck }). 



Anhang. 



a) Geometrische Beseiehniuigeii» 

Das Koordinatensystem s^tif^JS ist stets rechtwinkelig nnd 
bildet ein Bechtssyatem ; d. h. die d;-, die und die Achse 
liegen sneinauder wie Daumen, Zeige* nnd Mittelfinger der 
rechten Hand, wenn man diese (so gut es geht) senkreidit zu- 
einander steQt. Die Znt nennen wir t; benutzen aber an ihrer 
SteUe oft die Qrdüen u=i et oder l =: tc<, w obei e die Licht- 
geschwindigkeit im leeren Baum-, f = 1 ist. Mn Linien- 
element bezachnen wir mit ds, ein Fl&ehenelement mit d6, ein 
Baumelement mit 48; die Normale Ton äö ist n. Das Volumen 
eines Körpers nennen wir V, das Element davon, welches für die 
Lorentz-Translormation vom Baumelement zu unterscheiden 
ist, sonst aber manchmal mit ihm Tertauscht werden kann, Ö V. 
Im gleichen Bezugssystem sind Integrationen nach 9 S und 9 V 
gleichwertig, sofern sie bei konstanter Zeit oder ftber rohende 
Körper auszuführen sind. Sind aber Baumint^prale nach der 
Zeit zu dilterentiieren, so muß streng unterschieden werden, ob 
sie über ein mathematisch abgegrenztes, ruhendes Stftck des 
Baumes, d. h. nach dS, oder über ein Stück eines bewegten . 
Kflrpers, d. h. nach d V, auszuführen sind. Vergleiche über diesen 
wichtigen Punkt Abschnitt c) dieses Anhanges. Den Winkel 
zwischen zwei beliebigen Bichtungen 8 und ^ machen wir durch 
das Zeichen {$^) kenntlich. 

b) Vektor« und Tensorbeseieiiiuuigeii*)* 

Vektoren sind wAßke physikalischen Größen, die denselben 
Bichtungseharakter besitzen wie eine gerichtete Strecke. Alle 

*) Ausführliche Darstellnng^n der Vektor- und Tensoranalysis 
sind z. B. : v. Ignatowski, Die Vektoranalysis ; B. Gans, Ein- 

Laue, EelatiTitätaprinzip. 8. Aufl. ig 
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Vektoren und nur solche werden durch deutsche Buchstaben 
kenntlich gemacht; die KompoTK iite des Vektors % nach einer 
Richtung s wird durcli %g, sein absoluter Wert durch \^\ oder, 
falls Zweideutigkeiten ausgeschlossen sind, durch Ä"^), das Quadrat 
davon durch %^ oder bezeichnet. 

Eine Drehung des Achsenkreuzes ist durch die Beziehimgeu 

« = a?) a:' + aS> y' + a<{> e\ d = af x + af y + af 
y =: af -\- af ^ + e\ y' = a?> x + af y -f af e, 
g s=r a?> »' + «?> + af> / = ay) « + af y + a J> 
dargestellt, wenn dabei die „Orthogonalitfitsbedingungen*^ 

aO)« 4- a<r>* -f- fl^>* = 1, af > + o?^ + ^ 0, 

+ -f- * = 1, aj) + af aj) + af a^^ = 0, 
4- ai^>* + af* = 1, ay> c/f + a^) a'« + aJJ af = 0, 

erfüllt sind. Dabei transformieren aicfai die Komponenten nnes 
Vektors gem&ß dessen Definition wie die Koordinaten selbst» d.b* 
diese Gleichungen bleiben riobtig, wenn man X dnrcb ^ usw.» 
x' durch %xi usw. ersetzt. 

Aus einem Skalar tp leitet siob der Vektor ffradip ab) dessen 
Komponenten sind: 

d(p , dw j dw 

Als skalares J^odukt swmer Vektoren S und besttchnen wir 
die Gröfie: 

(^i 33) = (53 %) = -I- «y 53y + 51,53. = l^l] |53| cos(n 33), 
als ihr Vektorprodukt f?I 53] den Vektor mit den Komponenten: 

[5153], 53x-5tx53„ 

er stebt auf IC und 9 senkrecbt und ist seinem absoluten Betrage 
nacb gleich |5{|. 1 53 1 sin (51 9). Bringt man den Daumen der 

fühmng in die Vektoranalysis , beide Leipasijf ui\ä T?«rlin 1909; ferner 
die ersten Abschoitte von Äbraham-Föppl, ^Einführung in die Max* 
well »ehe Theorie der Blektriadtftt, Leipzig 1904» Vgl. auch Bnzjklop. 
d. mathem. "Wias. YI, 8, Art. 14 (H. Abraham). 

*) E ist stets die Energie , niemals der absolute Wert der elek* 
triscben JPeldstärke @» 
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recliteii Hand in die Richtung von deji Zeigefinger in die 
Biehtang Ton 16} und stellt man den Mittelfinger senkrecht zu 
beiden« so weiat er in die Bichtang Ton Den Skakur 

neiineu wir die Divergenz, den Vektor rot Ü mit den Komponenten 



Ox dy 

nennen wir den Eotor des Vektors Durdk Einsetzen dieser 
Definition Bgleichungen bestätigt man ohne weiteres die folgenden 
Kechnimgsregeln : 

[^33] = — [8^^] (a) 

(«[«s]) = (e[3is3]) = m^^D iß) 

(5l[^33]) = 0. . , . (y) 

[ii£©(5]] = ©(a(5)-.(£(aö) (d) 

[«8]ff<5)— [«e](Sl8) = «(5l[53S])-[SS].ll* . (£) 

dwfflSb] = (8, roiSS) — (% rot^) 

divgrad<p = ^^ + ^,^^=^q>: . . . (ly) 

dwiratfO = 0 \ (i) 

r<ar0t% = grad divfll — ^it^ {i') 

Eine große Rolle spielen ferner die Tntegralsätze von Gauß 
und Stokes. Bei dem ersteren handelt es sich um die Um- 
formung des Integrals je^tV 91 (2 5 über einen gescfaloBaenen Baum 
in ein Integral über dessen Oberfläche. Bedeutet n die in das 
Innere gerichtete Normale des Oberfläehenelementes dö^ so 
lautet er: " 

jdmdS — -j%^d(f (x) 

Haben wir andrerseits eine begrenzte i'läche, so setzt der 
StokeSBche Satz das Flächenintegral: 

lrot»nd6 = j%,ds. (A) 

O 



18 
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vro])ei die rpr]if-=; stehendf» Linienintet^ration in dem Sinne über die 
ganze Beraudung aa<i/ufuhren ist, daß der Umlaul eine Bechts- 
drehung um die Normale n darstellt. 

Ist an einer Fläche die Normaikompoiiente eines A ektors % 
unstetig, so mißt die Größe ihres Sprunges die Flächendivergeiiz 
von SL Ist die Tangentialkomponente unstetig, so mißt ihr 
Sprung (als Vektor betrachtet) den Flächenrotor zu fi. Wie die 
Flächendivergenz sich als Grenzfall einer unendlich großen räum- 
lichen Divergenz aulfasäeu läßt, so auch den Flächenrotor als 
Grenzfail eines räumlichen E-otors. Den Grenzübergang fühft 
man mit Hilfe des Gauß sehen und des Stok es sehen Satzes aus 
(vgl. § 23, c). 

Neben den Vektoren tpidt der Teneorbegriff eine grofie Bolle. 
Wir Teretelien unter dem symmetrisehen Tenaor p den Inbegriff 
▼on neun Qr6iten: 

PxM$ Px*f* ßatf 
Pyxt Pyyi Pyft 

pMMf P*yt pBMt 

mit den drei Symmetriebedingnngen: * 

PlfB = Atff Ptm — Pxtf P*y ^ Plf*f 

welche mit den Komponenten eines beliebigen Vektors q zu den 
Ausdrucken 

new. ^reinigt» wieder die Komponenten eines Vektors ergeben; 
den letzteren nennt man das Vektorprorlukt [qp]. Aus dieser 
Definition folgt für eine Drehung des Koordinateneyetema, daß 

sein muß. Setzt man hier ^ 
Q8W. und femer 

n«iw., so findet man eine Gleichung zwischen zwei linearen Funk- 
tion»'n der drei unabhängigen Variablen q^;, q^,, qg, so daß deren 
Küeiilzienten einzeln übereinstimuien müssen. Die Durchführung 
der einfachen Eechnung ergibt die Transformationeformeln: 
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Pxx = <^'pa/x' + a^i^Pyy + «y^'p*»' 

usw., d. h. die Tenaorkomponeiiteii traaflfonnieran sich wie die 
,«118 den Koordinaten gebildeten Quadrate usw. und Produkte 
üisy nsw. Das System der Uaxwellscben oder der elastisohen 
Spannungen (in ruhenden Körpern) wird durch einen symmetri- 
schen Tensor dargestellt 

Neben dem symmetrischen Tensor p werden wir noch den 
iiUnsym metrischen'^ Tensor t brauchen, welcher sich aus p 
und den beliebigen Vektoren g und q durch die Definition 

ijTt = A» — fl/q*, if* = 0*) 

ablatet. Bei ihm kann man die beiden Indioes nicht miteinander 
▼ertanscihen. Fl&r die Transformation söner Komponenten gelten 
die Begeln: 

+ + «3^«f + «y^öf 

USW.f wie man aus den Transformationen für p, g und q obne 
weiterra ableitet. Das Produkt [%t\ aus dem Vektor K und dem 
Tensor ^ definiert durdb die Gleichungen 

\!Ht\,^%cU»-\-%yUy'\-%ätM .... 0*0 

usw., stellt auch hier einen Vektor dar; denn es ist laut Definition 
(/t) von ti 

[51^] = piA]-9(«q) (v> 

Ein Beispiel für einen unsymmetrischen Tensor ist das 
«Tensoiprodukt'' [[^^j] aus awei Vektoren % und fbi seine 
Komponenten sollen sein: 
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Nach /LI läßt sicli der unsymnietribche Tensor / zurfickfülimi 

auf einen symmetrischen, p, und ein Tensorprodukt 

Ist n eine beliehige Richtung, to lassen sieh die drei Kosiniia ' 
C08{nx), C08(ny), cos{n z) als die Komponenten eines Vektors vom 
absoluten Betrage 1 auffassen. Die Vektorprodukte aus diesem 
und den TenBoren p bsw. t nennen wir pn und tn> es ist also 

usw.; für gelten analoge Gleichungen. lät feruer (f ein Skalar, 
80 ist bei der Drehung des Achsenkreuzes 

usw. , Die Differemtialquotienten 

d d d 

tran^omierea sieh also wie die Eomponeniem dnes Vekton; sie 
bilden, wie man siagt, einen tiymboliBohen Vektor« Die Vekto* 
prodnkte ans dem letsteren nnd p bzw. t beseicbnen wir mit \^ p 
nnd bto t» Es ist also 

usw. Aueb bier gilt ffir ^ p das Analoge. Dorcb parttelle Inte- 
gration best&tigt man nach (i/) nnd ('y") leicht die Clleioibiing: 

wobei die Integration links über einen gescbloesemen Banm, recbts 
über dessen gesamte Oberfläche auszudehnen nnd unter n die 
nacb innen gerichtete Normale des FlächMielementee d6 zvl yw- 
stehen ist. Man kann die letzte Gleichung mit ihren Analogen 
für die ff- und ir-Bicbtong znsammenf assen in die Tektorielle Be- 
ziehung: 

jbto<<iS= — Jti»dtf (Ö 

Diese bleibt richtig, wenn man den unsymmetrischen Tensor t mit 
dein :i}m metrischen p und zugleich t„ mit pn vertauscht. 

Bezeichnet r den Radiusvektor, der von einem beliebigen 
festen Punkte nach dem Yolumelement dS hinweist, so kann mau 
jenen festen Punkt als Anfangspunkt der Koordinaten wählen und 
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dann tg = x usw. Betzen. . Dieselbe partielle Integration , welche 
zu (I) führt, dient aach zum Bewdse der Gleielrangen: 

«LBW. Für den symmetrisolien Tensor p Tereinfachen sie sieh zu 

J[r.biüp]tiS = -J[r^]dtf a") 

Nack den oben angegebenen Begeln ist der Ausdruck 

als Differenz zweier Vektoren selbst ein solohen g und q sollen 
dieselben Vektoren wie in (ji) sein. Integrieren wir seine Diver^ 
genz Uber einen gescUossenen Baom, so ist nach dem Qaußsohen 
Satz (x): 

«. - jdö{cos(na?)([qr]«-[q[q0]]j 
+ cos (fiy)([q t], - [[qg]] J H- cos («ir)([q^], - [[qg]] ,)} • 

Bödmen wir hier die Komponenten 

[qfl, und [q[qg]], 
aus, so finden wir als Faktor von Ms{nx)i 

{qßtmm + qy#«» + q.*« — (qs(q»9v — «lirfl«) — <»i(q»9« — <l«fl«))) 

= (q^^j;» 4- qytxy + q*^«« — (q»(^;>y — tym) — qiU«« — ^*«))) 

= (q«^« + qr^r» + qi^s«)* 

Entsprechend lauten die Faktoren von cos(fiy) und 00s (n«). 
Ordnet man in dem Fl&ehenintegral nach den Komponenten von q, 
«o findet man schließlieh nach (v') für das Fl&chenintegral den 
Wert; 

— jä6^^Ut, -f <^Uy + q,t»,j = — J(qt»)dtf. 

Also ist 

JdtV{[q<]-[q[q9]]jiS::= -J(qtn)itf • . - . (0) 

c) Die verschiedenen Arten der ZeitdifTerentiation. 

Ist Ä eine beliebige Funktion der Koordinaten und der 
Zeit t, so bezeichnen wir den Difterentialquotienten von A nach i 
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dA 

bei'festgebalteneii Xf^,M mit ^ • Oft aber haben wir unter Ä ^ue 

ZuBtandsgröße eines mit der (r&iimlieh und seitlich Tertoderlichen) 
Geschwindigkeit q bewegten Korpera zu Teretehen nnd uns zu 
fragen» wie sie sidi in einem materiellen» d. h. mitbewegten Punkte 
ändert Den so definierten Biiterentialquotifinten schreiben wir 

• In der Zeit dt wachsen aber die Koordinaten des mitbewegteo 

Panktea um dx = q«d< usw^ ako iat 

dÄ = ^dt + ^dx + ^di, + ^dz 
_ /dA , dA , dÄ , dÄ\,. 

mithin 

47 = ^ + (*«^«'^^> 

Femer wird manchmal nach der Veränderung des Produktes ÄdV 
gefragt, wobei ÖV ein materielles Voliimenelement im bewegten 
Körper ist. Bekanntlich ändert sich ö V in der Zeit dt um 

also Ist [vgl. Rechnnngsregel (t) und (»)] 

Wir definieren nun den Differentialquoiienten ^ so» daß 

Äiv=äi^ (,) 



wird» nnd finden dementsprechend: 



In der klassischen Mechanik nnd ebenso in der BelatiTit&ts- 
theorie gilt e. B. für den Znsammenhang zwischen Eraftdichte S 
und Impulsdichie g die Gleichung: 

i=8 oder i«£I=gdF. 

welche man aber auch aus dieser (Lagrangeschen) in die Euler« 
sche Form 
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mnsobrmboii kann. (Vgl. G. K i r c bh of f , Meehaiiuk, 15. VorlMung, 
Leipzig 1897 und § 29 dieser Schrift.) 

Schließlich hetrachten wir noch eine Fläche d 6, deren Punkte 
die (stetig Tariierende) Geschwindigkeit q haben ; ihre Normale n 
wfthlen wir zunächst so, daß sie mit der Geschwindigkeit (| einen 
spitzen Winkel bildet Wir untersuohen die Veranderang 

dt ' 

welcke der Aasdracik Sdi^tf in der Zeit di erleidet, wenn % an 
beliebiger Vektor ist.. Wir denken uns sa diesem Zwecke % für 

jeden festen Baumpunkt fürs erste xraveränderlich, d. h. = 0, 

und berechnen unter dieser Annahme das Produkt div%dS, wobei 
dS = q^^ödi der Inhalt des Zylinders ist, wei' ii> n die Fläche 6(S 
bei ihrer Bewegung in der Zeit dt beschreibt, ^ack dem Uaui^- 
sehen Satze ist 

di»%.Q^^6di = div^dS = '-\%^.d^^ 

wobei die Bitegration nacb d^ sowohl übiar die Qmndfl&cben als 
den Hantel des Zylinders su erstrecken ist Der Anteil der Qrund« 
fl&eben daran ist» da die Normale »' bei beidm in das Innere 
weist, also einmal dieselbe, das andere Kai die entgegengesetzte 

Bichtung hat wie n, gleich — ^ — dt Den Mantel aber können 

wir in parallelepipediscbe Elemente dö' zerlegen , welcbe aas den 
Strecken t^dt und den Linienelementen ds der Bandkurve von 
gebildet sind, ds werde dabei in dem der Normalen n wie beim 

Stol^eB sehen Satz entsprechenden Sinne positiv gerechnet. Der 
Inhalt einos solchen Elementes ist äö' — qds STn(c\,äs)dt, also 
gleich dem absoluten Wert des Vektorproduktes [ds, q]df. Letz- 
teres hat aber die Richtung der Normalen von dö', also ist [vgl. (ß)J 

%[,d6' = (%lds,(^dt = ids[q%]}dt = lt\fCkd8di, 
mithin der Anteil des Xantels an dem Flftchenintegral nadi (A) 
gletch: dt\l^%],d8 = rotnl<\%]d(Sdt 
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/ Fügen wir endlich noch die von der Bewegung unabhängige Yer- 

d% * 
ftnderung -^^^ additiv hinsu, fto folgt: 

= a + div « + rot, [Sq]) 

Wir können mithin einen Vektor % bo definieren, daß für jede 
Orientierang der Flftche 96 

s.«« = • • (*> 

ist; dann ist nAmlich 

Die beschränkende Annahme eines spitzen Winkels zwischen n 
und q spielt offenbar lu Formel (ö) keine Rolle mehr; beide Seiten 
wechseln ihr Vorzeichen, wenn n die Richtung umkehrt. 

d) Bezeichnung und Maßsystem der physikalischen 

Größen. 

Wir beziehen alle Größen auf das absolute Maßsystem, indem 
wir als Einheiten Gramm (g), Zentimeter (cm), Sekunde (sec) und 
CelsiuBgrad (grad) zugrunde legen. Wir messen also die Kraft 
in Dyn, die Energie einschließlich der Wärme in Erg. Die Masse 
(„Ruhmasse") bezeichnen wir mit m (m„ ist in § 36 und 37 die 
Ruhmasse im „Normalzustand"), die longitudinale und trans- 
versale Ma^jf*» mit Wj und ??; . dir Dichte (spezifisches Gewicht) 
mit kf die Eneriiie mit E, ihre Diciite mit W, das Wärmequantum, 
wenn es einem Körper bei einem bestimmten physikalischen Vor- 
gange zugeführt wird, mit Q, mit JR dagegen, wenn es auf die 
Zeiteinheit, und mit Q, wenn es auf die Zeit- und Voiumeneinheit 
bezogen wird. T ist die absolute Temperatur, S die Entropie, F die 
freie Energie, p der (relative) Druck; ^ soll die Kraft, ^ die Kraft 
pro Volumeneinheit (Kraftdichte), 9? das Drehmoment, @ den 
Impuls, g dessen Diclit«, 2 den Drehimpuls bedeuten; mit 3 be- 
zeichnen wir die Dichte des Energiestromes, mit Cj die Geschwindig- 
keit, mit q die Beschleunigung eines Körpers, t) hingegen ist 
stets die Geschwindigkeit des „gestrichenen" Systems K' gegen 
das „ungestridieiie^ iCund 0 = 3. lO^^cm/seo'' der Ahsolntwerfe 
der Lichtgeschwindigkeit im leeren Baum. Zur Abkürzung setsen 
wir h&uiig: f?;c s /I« 
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Die elektromagnetischen Größen lassen sich bekanntlich auf 
verschiedene Arten mit dem absoluten Maßsystem in Verhindung 
setzen. Wir verlaiiren im folgenden wie H. A. Lorentz in der 
Enzyklopädie der mathera. Wissensch. V, 1, Art. 13 und 14. Dies 
au Heaviside anknüpfende Lorentzsche Maßsystem stimmt 
mit dem gewöhnlich als elektrostatisch bezeichneten in den Dimen- 
sionen völlig überein, unterscheidet sich aber von ihm in den Ein- 
heiten und erreicht so den Vorteil, daß der Faktor 4 n aus den 
Feldgleichungen der Maxwellschen Theorie verschwindet [vgl. 
(I) bis (X)]. Freilich tritt er dafür in allen Potentialformehi anf^ 

weil das elektrostatische Potential einer Punktladung e jetzt ^^-^ 

ist. Da aber eine solche Ladung Kugelsymmetrie aufweiati hat er 
hier eine gewisse sachliche Berechtigung; zugleich spielen diese 
Formeln eine geringere Rolle in der Theorie als die Grund* 
gleichungen, so daß man ihm weniger häufig begegnet. 

Im Lorentz sehen Maßsystem sind die Dielektrizitätskon- 
gtante f und die magnetische Permeabilität reine Zahlen und 
für den leeren Raum beide gleich 1. Die elektrische Feldstärke 
und Verachiehunq;, (S und 3), haben eberiso wie die euti3precb(:iifl*>u 
ma!?netlHchen Vektoren, ^ und 33, die Dimensionen [g''« cm^^z sec ^J, 
desgleichen die den elektrischen Strom hervorrufende „treibende 
elektrische Kraft" (^*, welche in der Relativitätstheorie (vgl. § 22) 
von zu unterscheiden ist; die Elektrizitätsmeuge e ist von der 
Dimension [g^'2 cm^ « sec"^]. Über die Einheiten verfügen wir bo, daß 
die Abstoßungskraft zweier ruhender Elektrizit&tsmengen e und 

im Abstand r Toneinander im leeren Baum ist, daß ferner 

die Kraft, welebe e im Felde von der Stärke eiffilirt, e[<S( 

wird. Die Einheit der Elektrizit&tsmenge ist durch das -JL? -fache 

y4 71 

der elektrOBtatischen Einheit» die Maßzahl einer bestimmten Elek- 
trizitätsmenge jsomit y4;rm8d so groß, wie die elektrostatische. 
Um den Vergleich mit ejqperimentellen Daten sn erleichtem, 

empfiehlt es sich, die Multiplikation mit yTär niciht auszuführen, 
sondern s. B. für das elektrische Elementarquantum den Wert 

4,66 . 10-10 . [g'/a cm^« sec-'] 

anzugeben. Wie e verhält sich auch die wahre elektrische Dichte Q 
und die elektrische Stromdichte 3* Bie Leitfähigkeit 6 wird 
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4 n mal so groß wie im elektrostatischen System. Ist die Ladung 

e über die Fläclie einer Kngel Tom Radius a ffleichniäßij^ yerteilt, 
80 ist die elektrostatische Energie im elekii o.statischen Maüsystem 

3 

bei gleichm&ßigar Verteilimg über das Volumen aber -g-— , im 

e* 3 ^ 

Lorentz sehen Maßsystem daher t bzw. 75; • Wo wir die 

*' 8 TT a 20 77 a 

elektromagnetische Energie, Impuls usw* TOn mechanischer Energie 
lind Impuls su unterscheiden haben, geschiebt dies durch den 
Index e, also z. B. Et und (^«. tp ist das skalare» II das vektorielle 
retardierte Potential. 

Von den Vierervektoren ist Y die Vierergeschwindierkeit, 
Y die Viererbeschleuni^ng, F (Digamma) die Viererkraft, P der 
elektrische, M der hydrodynamische Viererstrom, A die Vierer- 
leitung, 0 das Viererpotential. Der Buchstabe K hat eine dop- 
pelt« Bedeutung; in § 22 ist er für die Viererkonvektion , in 
§ 26 u. f. für den Min k owski sehen Ivraftv- ktor gebraucht. Zu 
den Sechservektoren e^ehört der Feldvektor iÜi, weicher die Feld- 
stärke @ und die Verschieb im i| Ü8 umfaßt, und der Verschiebungs- 
vektor dessen Komponent an die Kaumvektoren % und ^ 
angibt^ im leeren Kaum sind beide miteinander identisch. 

\ 



/ 
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